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1 Einleitung

1  Einleitung

 Eine Zahl d ,teilt” eine Zahl a, wenn es eine Zahl q gibt mit

a=q*d
Hierflr schreiben wir d|a. a heifst Vielfaches von d.

Die Negation (ein solches g existiert nicht) wird beschrieben
durch dja.

o Esqilt, dass jedes a die Teiler 1, -1, a und —a hat.

e Beispiel:
— 4|12, da 12 = 4*3.

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
Judith Coenen Teilbarkeit



1 Einleitung

e Esgiltz.B. folgendes:

d|0 Vvd

Ola < a=0

dla A alb = d|b

dla = db|ab

dla A e|lb = de|ab

dla A d|b = d|ax+by VXy
dla = d|ab Vb

dla = d|-a

dla = —-d|a

10. dla A a=0 = 1<|d|<[q]
11. alb A b|a < a=4%b

© ®© N o gk wDd
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1 Einleitung

e Sehen wir uns Punkt 3 z.B. genauer an:
dlaund alb=d|b

o Bewels:
—a=i*d,b=j*a 2b=j*a=(i*)) * d
— Hieran sieht man nun, dass d mit einem Faktor (i*))
multipliziert b ergibt.

— Also muss d dann auch b teilen!
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1 Einleitung

Aufgabe 1

 Bewelsen Sie Punkt 6:

dlaund d|b = d|(ax+by) Wxy

und geben Sie hierflr ein Zahlenbeispiel an!

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
Judith Coenen Teilbarkeit



1 Einleitung

Losung Aufgabe 1

 Dad|aundd|b, legen wir fest: a = 1*d und b = j*d.

e Nun soll jedoch gezeigt werden, dass d|(ax+by).
Setzen wir also a und b ein. Dies liefert folgendes:
(PFd)x + (j*d)y = d*(ix + Jy).
Dies bedeutet jedoch, dass die letzte Klammer mit d
multipliziert wird, also teilt d auf jeden Fall diese Klammer,
also gilt auch d|(ax+hby).

e Magliches Beispiel:
— d=8,a=24,b=56,x=3,y=4
— 8|24 und 8|56 - 8|(72+224) -> 8|296 > 8*37 = 296

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
Judith Coenen Teilbarkeit



1 Einleitung

e Seiend, a, b ganze Zahlen mit d|a und d|b.
« Dann gilt auch d|(a+b) bzw. d|(a-b).

e Der Bewelis ist ein Spezialfall von:
dlaund d|b = d|(ax+by) VXV

fur x=1,y=1 bzw. x=1,y =-1.
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1 Einleitung

e Beispiel:
— Sei d eine Zahl, welche 143 und 169 teilt. Da d dann auch
die Differenz teilt, muss d ein Teiler von 26 sein, also 1, 2,

13 oder 26 sein.
Durch Probe erhalt man d = +1oder d = £13.

— Andererseits erhalt man, wenn man 143 und 169

miteinander addiert, 312.
Da gilt d|(a+b), muss d nun nicht nur 143 und 169 teilen,

sondern auch 312. Da (169, 143) = 13, muss 13 auch 312
teilen. Wir wissen, dass 24*13 = 312.
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1 Einleitung

o Gelte flr positive Zahlen a und b, dass d a teilt (d]a),

dannistd =aoderd < %.

o Bewels:
— Esista=qg*d.Istg=1,soistd = a.
Sonst Ist q>2
und damit
a=qd=>2d
und damit d < a
2
— Far beliebige, auch negative, Zahlen ergibt sich
entsprechend:
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1 Einleitung

* Gelte d |a, a #0.

Dann ist |d |=| a |oder |d [<

a
|

Insgesamt gilt abgeschwacht fur Zahlen d = 0,
dieateilen|d |<| a].

Beispiel:
- d=-13, a=182

|-13 < [182 :13:&
14

hier ist also | d |auch kleiner als

a
o
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1 Einleitung

Eine Zahl a, die von einem positivem d geteilt wird, liege
zwischen -(d-1) und (d-1), so ista = 0.

Annahme:

Seta=0:Dannist|a|<d-1<|d].
Im Widerpruch zu | d |<| a|.Damit gilta = 0.
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

2 Der grolite gemeinsame Teiler (ggT)

o T, ={d|a} heilt die Teilermenge von a.

e Elemente aus
T,NT,

heilBen gemeinsame Teiler von a und b. Fur positive a und b
heifst max(T, N T,)

grofiter gemeinsamer Teiler von a und b.

Schreibwelise (a,b).
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

Aufgabe 2

- BestimmenSieT,!
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

Losung Aufgabe 2

e T,={+1+2+4+8+16}

o Aulerdem gilt:
T,={-11}, T,=2, T,=T_,, |T,|<o

fura=0
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

e Esqilt:
- (a,b) = (b,a)
- (a,0) = a
— 1< (a,b) < min(a,b)
- (0,00=0

e Ist(a,b) =1, dann sind a und b teilerfremd, da sie als einzigen
gemeinsamen Teiler die 1 haben.

e (a,b)=Db =2Dbla

e Bewels:

— b ist gemeinsamer Teiler von a und b. Deswegen teilt b dann
natdrlich auch a.
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

a b
e (a,b)=d = (E’Ej:1

e Kilar,dass 3 bzw. % ganzzahlig und positiv. Sel ¢ =(

Dann ist

also cd e T, nT,.Damit cd < (a,b) =d undsomit c <1.

Da c = (g gj>1erg|bt3|chc 1.
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2 Der groRte gemeinsame Teiler

e Beispiel:
—a=12,b=8->d=4.

— Dann haben wir (12,8) = 4. Dies bedeutet dann jedoch,
dass nach Voraussetzung gilt :
(E,ﬁj =(3,2)=1.
4 4
Hier sehen wir nun, dass 3 und 2 teilerfremd sind, wie es
auch die VVoraussetzung zeigt.
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3 Division mit Rest

3  Division mit Rest

e Seien a und b ganze Zahlen mit b > a > 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Zahlen g und r mit

b=gq*a+rund0<r<a.

* Eine andere flr Programmierer bekanntere Schreibweise flr
die Division mit Rest ist ,,modulo®.

e Hat man z.B. folgende Berechnung eines Restes:

15=1*12 + 3,
so erhalt man in Modulo-Schreibweise folgendes:
15=3 mod 12
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3 Division mit Rest

e Der Satz sichert Existenz und Eindeutigkeit von g und r

1. EXxistenz: Sei M ={t|b—ta > 0}. Mist nicht leer (wahle t"klein genug")
und nach oben beschrankt.Setze g =max M und r = b-ga.
Damit r > Oist Kklar.
Warer > a,sowareauch b-(q+1)a=b-ga-a=r-a>0
und damitg+1e M im Widerspruch zu g = max M

2. EiIndeutigkeit: Seien ga+r=ga+r' mit 0<r, r'<|a|
(9-q)a=r-r
Also:a teilt r'=r. r'—r liegt aber zwischen —(a—1)und (a-1).
Damitist r'=r =0 und damit wiederum r'=r.
Wegen a=0 aberauch g—qg'=0,also q=¢'

q iIstdurch %—1 <(Qg< b eindeutig festgelegt
a
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3 Division mit Rest

e Beispiel:
— b=15a=14
- DamitM ={t|b—t*a > 0}qilt, kann t hdchstens 3 sein.
Hier sieht M dann folgendermafRenaus M ={0,1,2,3}.
In diesem Fallistdannq =maxM =3undr =15-3*4 =3.
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3 Division mit Rest

« Jeder gemeinsame Teiler von a und b ist auch Teller
vom Rest r.

e Bewels:
— Sei t Tetler von a und b. Setzen wir a = 1*t und b = j*t..

— Sehen wir uns nun folgende Gleichung: b=g*a+r
an und formen nach r um.

— So erhalten wir r = b — g*a. Setzen wir nun fir a und b ein,
so erhalten wir
r=jrtogr(*n) =tx(j-i*a)
— Die Klammer wird also mit t multipliziert, also muss t
Teiler vom Rest r sein.
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3 Division mit Rest

Aufgabe 3

e Beweisen Sie, dass t auch Teliler von b ist unter der
Voraussetzung, dass t|a und t|r!
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3 Division mit Rest

Losung Aufgabe 3

* Wir gehen wie eben vor und setzen flra und r
a=I1*tundr =j*tein.
e So erhalten wir
b=qgq*a+r=qg*i*t+ j*t=t*(*q+)).
e Also istaucht Teiler von b!
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3 Division mit Rest

e Das gerade Bewiesene bedeutet nun jedoch, dass gilt:
T,.NT, =T, NT,

« Das helldt nun, dass alle gemeinsamen Teiler von a
und b auch Teiler vom Rest r sind.

e Der ggT bleibt nun auch erhalten, und es gilt

(b,a) = (a,r).

 Das helldt, dass b und a den gleichen ggT haben wie

aundr.

* Die wiederholte Anwendung davon fuhrt zum
»,Euklid”schen Algorithmus*

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 25
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4 Euklid’scher Algorithmus

Der ,,Euklid”sche Algorithmus*

e Selenaundb Zahlenmitb >a > 0.
— 1) Berechne die Zerlegungb =qg*a +r
—21) Ist r=0,s0ist (a,b) =a.
2.2) Ist r #0,s0ist (b,a)=(a,r).
— Setze b =aund a =r und gehe zu 1.

— Fuhre diese Vorgehensweise solange fort, bis irgendwann
die Gleichung ohne Rest aufgeht.

— Der ggT ist also der letzte positive Rest (in der vorletzten
Zeile) des Euklid‘schen Algorithmus
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4 Euklid’scher Algorithmus

Aufgabe 4

e Berechnen Sie (212, 112) am Beispiel des
»,Euklid schen Algorithmus®!
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4 Euklid’scher Algorithmus

Losung Aufgabe 4

e Zu berechnenist (212, 112)

— 1%
JZL. 21;_/1*11‘2}
- 112=1*100 +12

T=pulsa.
4. 127 =3*4(=12)

5. Ende des Algorithmus’!

. (212,112)=4
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4 Euklid’scher Algorithmus

Aufgabe 5

e Berechnen Sie (212, 117)!
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4 Euklid’scher Algorithmus

Losung Aufgabe 5

ZU berechnen ist (212, )
212 =1*

ok e
[
S
*
+
\l

7 =7*1
212 und 117 sind also teilerfremd, da sie die 1 als
einzigen gemeinsamen Teiler haben!

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 30
Judith Coenen Teilbarkeit



4 Euklid’scher Algorithmus

* |Ist(a,b) =d, so existieren ganze Zahlena” und b™ mit
d = a*a” + b*b". Insbesondere gilt fir teilerfremde Zahlen
1=a*a +b*b" .

e Beispiel:
—a=42,b=18
— Damit haben wir (42, 18) = 6.
— Somit muss es nun zwei ganze Zahlen a” und b” geben,

wobei dann gilt:
a*a + b*b” =d,
In unserem Beispiel also:
42*a” + 18*b” = 6.
— Setzenwira” =1 und b” = -2, so erhalten wir:
42*1 + 18*(-2) = 6.
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4 Euklid’scher Algorithmus

e Bewels:

— Um den Beweis zu fuhren, wenden wir den Euklid”schen
Algorithmus an, diesmal jedoch rlckwarts:

— Sehen wir uns Aufgabe 4 nochmal an.

_4=100-8*12 und 12 =112 - 1*100
4 = 100 — 8*(112 — 1*100)
4=212 112 - 8%(112 - (212 — 112))
4=212 - 112 — 8*112 + 8*212 — 8*112
4 = 9%212 — 17*112
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4 Euklid’scher Algorithmus

Aufgabe 6

e Bestimmen Sie (42,16) und zeigen Sie anhand der
rickwartigen Anwendung des Euklid’schen
Algorithmus, dass gilt: d = a*a” + b*b".
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4 Euklid’scher Algorithmus

Losung Aufgabe 6

e (42,16)=2

1. 42 =2*16+10

2. 16 =1*10+6

3. 10 =1*6+4

4, 6 =1*4+2

5. 4 =2%2

1. 2=6-1*4, 4=10-1%6, 6 =16-1*10, 10 =42 -2*16

2. 2=6-1%(10-1*(16 - 1*(42 — 2*16)))

3. 2=16-1*42-2*16) - 1*((42 - 2*16) — 1*(16 — 1*(42 — 2*16))

4, 2=16-42+2*16-1*42 + 2*16 + 1*16 -1*42 + 2*16

5. 2=8*16-3*42
Diese L6sung ist nicht eindeutig. Es gibt unendlich viele Lésungen, also
unendlich vielea” und b’.
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4 Euklid’scher Algorithmus

« Allgemein sieht der ,,Euklid”sche Algorithmus* dann
folgendermalien aus:

b =q,a+tr, mit O<r,<a
a =q,I, + 1, mit 0<r,<r,
r, = (I, + 1, mit O0<r, <r,

r., =0q,,0,,+r, mt O0<r <r, ,
i = d,r,
« Der Abbruch erfolgt wegen
a>r,>..>r. >0
zwingend, und es gilt
(ba)=(a,r)=...=(r,.1,) =T,
oder allgemeiner

T.AT, =T, AT, =... =T, =T
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4 Euklid’scher Algorithmus

* Die Anzahl der Schritte beim ,,Euklid”schen Algorithmus*
kann beliebig grol3 werden

 Dies zeigt auch die Fibonacci-Folge, die den Worst-Case
darstellt
 Algorithmus angewandt auf der Fibonacci-Folge:
f ,=f +f ., f,="f =1
Berechnung von (f ., f ):
f ,=1*f +f
f=1*f  +f ,

n

f, =f +f, =2%f =2%f,

» Essind also stets n Schritte notwendig!
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4 Euklid’scher Algorithmus

e GIlt0<a<hb,soistdie Zahl der Schritte beim
Euklid”schen Algorithmus nicht groer als das
Flnffache der Ziffernzahl von a.
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4 Euklid’scher Algorithmus

e Bewels:

— Per Induktion wird gezeigt : f_ . >10* f .

- no>n+l:f =f

n+5

+f,.,>10f +f

n+4

Diese Induktion liefert fortgeftihrt :

fn+5| >1OI fn

Ist nun n > 5l bzw.n > 5l +1, so ist

a=f  >f, ,>10~*f,>10
d.h.a besitzt | +1 Ziffern. Besitzt a umgekehrt nur | Ziffern,
so muss damit n <5l sein.

n+4

>10f +10f , =10f

Christoph Dohmen,
Judith Coenen

Diskrete Mathematik
Teilbarkeit

38



4 Euklid’scher Algorithmus

o Weiterhin gilt folgendes:
1. (ac,bc)=(a,b)*c|
2. Ist d gemeinsamer Teiler von a und b, dann ist

(e ij
d'd) |d

o Beispiel:
- a=2/,b=18,c=-3
—  (27%(-3), 18*%(-3)) = (27, 18)*|-3]
— (-81, -54) = 9*|-3]
- 27 =27
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4 Euklid’scher Algorithmus

e Bewels: (E,Ej:@
d d \d\

1.) Multiplikation im euklidschen Algorithmus jeder Zeile mit|c|

2)Nachl)ist (a,b)= (gd%d) _ (g,g)ou
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4 Euklid’scher Algorithmus

e Ist (c,b) = 1, dann ist (ac,b) = (a,b)

e Bewels:
— Sei d = (ac,b) und e = (a,b).
— Dann gilt d|ac und d|ab - d|(ac,ab) = (c,b)|a] = |a|
— Ebenso gilt d|b und damit d|(a,b) = e

— Umgekehrt gilt: eJac und e|b =2 e|(ac,b) = d und damit
d=e.

e Beispiel:
—a=6,c=5Db=38
— Dann haben wir (6*5, 8) = (6, 8) = (2*3, 8) = (2, 8) = 2.

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
Judith Coenen Teilbarkeit

41



4 Euklid’scher Algorithmus

- Ist (a,b)=1 = (a™,b") =1

* Bewels:
— Durch Induktion Gber m folgt zunachst, wie eben gezeigt
(@”,b) =1.
Dann liefert die Induktion Uber n
(@",b") =1

e Giltdjabund (a, d) =1 =>d|b.
e Bewels:

— Es ist mit dem gerade Gezeigten (ab, d) = (b, d). Wegen
dlab ist d = (ab, d) = (b, d), und damit d|b.
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4 Euklid’scher Algorithmus

» 1a ist ganz oder irrational.

e Bewels:
- Sel Qf:B mit (p,q) =1. Dann ist

q
(2
q

a*q"=p’
Insbesondere: p"| a*q"
Nach vorigem Satz ist aber: (p",q")=1
also: p'la bzw. a=1*p"
Damit : I*q" =1
Deshalb: q=1
Also: a=pez

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

5

e Nun
1. O

2. V
3.V, =V_, =V

Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV)

bezeichne V,_ die Vielfachen einer Zahl a. Es gilt damit
eV,

0 = {0}

al

 Es werden jetzt nicht mehr gemeinsame Teiler gesucht,
sondern gemeinsame Vielfache.
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Judith Coenen

Teilbarkeit



5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

e FUra=0undb=0istmin(V, "V, " N)
das kleinste, gemeinsame Vielfache von a und b.

« Notation: [a,b]

* Vereinbarung: [0O,b] =[a,0] =0
e Aullerdem gilt:
- [a,b] = [b,a] = [|al.|b]]
~ [a,b] = |b| < alb
- Fira=0und b= 0ist1<[a,b]<|a|*|b]

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 45
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

Aufgabe 7

e Berechnen Sie [12, 9]!
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

Losung Aufgabe 7

e [12,9] = 36, da
36 =3*12 und 36 =4*9 und (4, 3) = 1.
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

e Seiennuna=0undb = 0. Mit
a
a, =
(a,b)
b, = b
(a,b)

Ist (a,,b,) =1. Jedes gemeinsame Vielfache v von a und b ist
darstellbar als v = g*a = r*b.
* Wird nun adurch a, *(a,b) und b durch b, *(a, b) ersetzt, so ergibt sich

qa, =rb,.

« Damitgiltb, | ga,.

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 48
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

« Da (a,b)=1 qilt

b, | g
b
bl = (a,b)l = (
: ab
 Dahergilt v=o0a= (a,b)l

e Jedes Vielfache ist also von der Gestalt

ab

I, 1 e Z.
(a,b)

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

e Beispiel:
- a=12,b=9
a2y b -0

damit ist a, = 4 und b, = 3 und es gilt

v=Qq*a=r*bh = v=3*12=4%*9
q*a, =r*b, = 3*4=4*3

Damit gilt 3|3*4.

(a,,b;)=(43)=1=1Db,|3=3]|3

b, *1 :%*I _q=3=3*%=3

V:3*12:%|:>|:1, | e Z.

. (4,3) =1

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

» Das kleinste, gemeinsame Vielfache ergibt sich (je
nach Vorzeichen von a und b) durch | = +1.

 Also ergibt sich

e Dies liefert nun aber
(a,b)[a,b] = |ab|

e Beispiel:

—a=12 b=8:
(12, 8)*[12, 8] = [12*8| <> 4*24 =96 <> 96 = 96

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

« Dies wiederum eingesetzt bedeutet, dass jedes
gemeinsame Vielfache von a und b die Darstellung
v=[a,b]*
hat. Damit ist jedes gemeinsame Vielfache auch
Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen,

also Va me :V[a,b]
o Beispiel:
4%6 24
- [46]= R =12, V, NV =V, o ={£0,£12,+24,£36,.. }
Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 52
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

Aufgabe 8

« BerechnenSie V,; "V,

Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik
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5 Das kleinste, gemeinsame Vielfache

Losung Aufgabe 8

16*20 320
e [16,20] = 1620)- 4 80, Vis MV, =Viy 20 ={20,280,+160,£320,.. }
Christoph Dohmen, Diskrete Mathematik 54
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