Hamiltonsche Graphen
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Kur Schachspieler
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FUr Schachspieler

= Problematik fur die Figur TURM :

e Turm nur geradeaus und guer, nicht diagonal
* Frage 1.

Kann Turm Uber alle Felder eines Schachbrettes genau einmal
ziehen und am Ausgangspunkt wieder auskommen?

* Frage 2.
Hat das irgendwie was mit Graphen zu tun?

o Aufgabe:
Uberlegung fur ein 4x4 Schachbrett
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FUr Schachspieler

= | Osungsansatz:

* Definieren Felder als Ecken und Zugmoglichkeiten als
Kanten

e Zusdtzliche Restriktion:
e Turm darf nur 1 Feld ziehen

> erhalten gleiche Aufgabe wie einen hamiltonschen Krei's
zu finden

> dieser existiert
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Flr Schachspieler

—?

s S

Turm zieht liber jedes Feld genau einmal
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FUr Schachspieler

« Uberlegung fur ein 5x5 Schachbrett:

* jedes Feld 1 mal besuchen und wieder zuriick zum Start
> 25 md ziehen

* Aber: je Schritt ein Farbwechsdl des Feldes

> Start auf schwarz, dann jedes ungerade Feld well3, auch das 25.
> also unmoglich zu |6sen
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Flr Schachspieler

= Allgemeln:

e Soll en Turm auf einem (n X n)-Schachbrett Uber ale
Felder genau enmal ziehen und zum Ausgangspunkt
zuruckkenren, so st dies nur moglich, falls n gerade ist

e Sind aber auch grof3ere Schritte erlaubt, so kann en
Turm durchaus auf enem Schachbrett mit ungerader
Eckenzahl (nach Def.. Felderzahl) alle Felder besuchen
und wieder zum Ausgangspunkt zuruckkehren
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Flr Schachspieler

(Bsp. Fiir Schachbrett mit ungerader Eckenzahl)

> Hamiltonscher Kreis mit einem grofen Schritt
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FUr Schachspieler

= Aufgabe: i
Kase der Form eines Wirfas mit :/
Malen 3x3x3 soll von Maus links A )

=

unten beginnend aufgefressen werden. Die Maus und der Kase

- Kann se sich durch dle kleinen Wurfe der Mal3e 1x1x1
mit jewells Einerschritten hindurch fressen und in der
Mitte aufhOren?

- Kann se es schaffen wenn se an ener anderen Stelle
anfangt zu fressen?
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FUr Schachspieler

= LOsung:

S W o

1. Ebehe 2.'Ebene 3. Ebéne

Nein, esist unmaoglich!

Man kann Wrfelfelder wie ein dreidimensionales
Schachbrett einfarben (siehe oben).

Startet Maus egal wo, z.B. auf ,schwarz” (1. Feld) so muss sie
um zuletzt in die Mitte zu gelangen weitere 26 Felder
durchgueren, wobel jedes ungerade wieder ,, schwarz” Ist.

Das heildt, die Mitte (27. Feld) kann unmoglich weil3 sein,

was aber nach Schachbrettfarbung sein musste.
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Flr Schachspieler

= Problematik nun fur die Figur Pferd:
* nur Sprunge in L-Form maoglich
* Frage:

Kann denn ein Pferd Uber alle Felder eines Schachbrettes genau
einmal ziehen und am Ausgangspunkt wieder auskommen?
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FUr Schachspieler

= | Osungsansatz:
* Auch Pferd wechselt bal jedem Zug die Farbe des Feldes

> wenn Losung existiert nur fur Schachbretter mit gerader
Anzahl von Feldern

o Aufgabe:
Uberlegung fir ein 4x4 Spielfeld ?
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FUr Schachspieler

= LOsun
o Auf 4x4 Spielfeld trotzdem nicht |6sbar

 Problem sind Ecken:

> Nur von 2 bestimmten Feldern erreichbar
> VVon denen aus direkt auch zu beiden Ecken, sonst nie wieder
> Es entgteht Krais aus 4 Feldern, aus dem nie wieder raus
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FUr Schachspieler

= Allgemeln:

* FUr 6 x 6 Schachbretter und grof3er mit gerader
Eckenzahl kann das Pferd jedes Feld besuchen und
wieder zum Ausgangspunkt zurtickkehren.

e Esist jedoch sehr aufwandig eine Losung fur grof3ere
Schachbretter zu finden

Nils Groblinghoff Hamiltonsche Graphen 2.Teil

15



FUr Schachspieler

¢

Losung fiir ein 6 x 6 Schachbrett
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Nils Groblinghoff

Hamiltons Spiel
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Hamiltons Spiel

= Hamilton erfand ein Spiel fur 2 Personen:
e  Reaiseum die Welt*

* Jeder, der 20 Punkte stellt dabel eine Stadt dar
* Aulerdem gibt es 20 durchnummerierte Steine

Nils Groblinghoff Hamiltonsche Graphen 2.Teil

18



Hamiltons Spiel

= Spielablauf:

e Spider 1 beginnt Reise und setzt Steine 1 bis S
nachel nander so, dass zusammenhangende K ette entsteht

e Spieler 2 setzt Reise fort und muss restliche 15 Steine so
legen, dass insgesamt elne Rundrei se entstent

e Aufgabe:

Formuliert Aufgabe nach Kenntnissen Uber Graphen
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Hamiltons Spiel

= LOsuNg:
* Erster Spieler gibt Weg vor, der aus 4 Kanten besteht
e Der 2. Spider erganzt thn zum hamiltonschen Krels
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Nils Groblinghoff

Sitzordnungen
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Sitzordnungen

« Uberlegung:

e KOnnen 6 Personen an einem rundem Tisch so platziert

werden, dass jeder zwischen 2 Personen sitzt, die er
schon kennt?

e Personen halllen A, B, C, D, E, F

* |nfolgenden Gruppen kennt jeder die jewells anderen:
A,B,D,E B,CF A, F C,D

e Aufgabe:

1) Lost Aufgabe mit Hilfe der Graphentheorie
2) Exigtiert ein hamiltonscher Kreis as Losung?

Nils Groblinghoff
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Sitzordnungen

= L Osung:

e Definiere Personen als Ecken und
Kanten wenn sich 2 Personen kennen

* Wir sehen: Graph ist hamiltonsch F

e Setzt man Leute nun entsprechend

e nem hamiltonschen Krals
> Erhat man erwlnschtes Ergebnis

Eine mogliche Losung

Nils Groblinghoff Hamiltonsche Graphen 2.Teil 23



Nils Groblinghoff

Eine billige Rundreise
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Eine billige Rundreise

« Uberlegung:
e Wieim 1. Tal von Karina:

* Reisedurch alle St&dte, jede aber nur einmal

* Nun kein Pauschalpreis, sondern Fahrpreis ist
streckenlangenabhangig

* Planung der Rundreise nun durch knappe Kasse der
Reisetallnehmer erschwert

> Raise soll so gunstig wie moglich werden
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Eine billige Rundreise

= Welcheidt die billigste Rundreise

Drachenhause

5

Behringen @<—

) Cecilienbad

10 Axelberg

e 3versch. Rundfahrtmaoglichkeiten (richtungsunabh.)
o Klrzeste A-B-D-C-A mit Preis49 GE

e Stadte mit Verbindungen => wieder Graph,
neu sind Zahlen an den Kanten

* Wir erhalten enen ,, Bewerteten Graphen*
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Nils Groblinghoff

Ein vielleicht
unlosbares Problem
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Ein vidllacht unldsbares Problem

e Geschaftsmann hat Kunden in mehreren Orten zu
betreuen und danach in sein Blro zuriickkehren

» Fahrtroute so planen, dass er jeden Ort an fahrt und die
zuruckgel egte Strecke moglichst kurz ist

> Traveling Salesman Problem

* |mvorherigen Bsp. Der billigen Rundreise ist das kein
Problem, well nur kleiner Graph

Nils Groblinghoff Hamiltonsche Graphen 2.Teil 28



Ein vidllacht unldsbares Problem

* Wiewir im 1. Tell gesehen haben, ist die Anzahl der
hamiltonschen Kreise eines vollstandigen n-Ecks genau

(n—1)!

2
* Bal 6 Stadten macht das schon 60 Moglichkeiten

e Ba 20 Stadten sind es:

1.216.451.004.088.320.000 Moglichkeiten

> Rechner mit 1 Mio. Rechnungen/sec wirde 14
Milliarden Jahre an dieser Aufgabe rechnen
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Ein vidllacht unldsbares Problem

« Aufgabe: -
: _

Ein Radfahrer will Rundfahrt
durch ale Orte der Karte machen, |
wobe dir gesamte Fahrtzeit
moglichst kurz sein soll.
In der Karte sieht man als Wertung
des Graphen die jeweiligen Fahrtzeiten zwischen 2 Orten.
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Ein vidllacht unldsbares Problem

= L Osung:

Verwende das Prinzip langste
Wege zu vermeiden.

Als einzig mogliche Losung
ergibt sich die eingezeichnete
Route.

Die Fahrt dauert 130 min.

Was ist aber mit folgendem Problem?
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Ein vidllacht unldsbares Problem

= Aufgabe:

Ein LKW-Fahrer will auf seiner
Fahrt den grof3maoglichen
Gewinn machen.

Hier gibt es auch negative Zahlen, die Verlust auf einer
Strecke bedeuten, z.B. durch eine Leerfahrt hervorgerufen.

Gilt hier nun auch, alle dem Wert nach kleinsten Kanten
ZU melden?
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Ein vidllacht unldsbares Problem

= L Osung:

Nein!

Es existieren 2 beste Routen,
wobel, die eine sogar eine
Kante besucht, deren Wert

kleiner alsO ist, dies aber mit
groféen Werten der nachsten Kanten ausgleicht. (s. Bild)

>

Das heilét, nicht immer kann man davon ausgehen, die
neste Route zu finden, wenn man die Kanten mit den

Kleinsten (Im anderen Bsp. grofdten) Werten meldet.
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Ein vidllacht unldsbares Problem

* Erwlnscht ware Algorithmus, der zu jedem beliebigen
bewerteten Graphen den hamiltonschen Kreis mit dem
niedrigsten Wert findet

e Zur Zeit gibt eslediglich gute Naherungen, die mehr
oder weniger schnell sind und darauf beruhen Kanten mit
groféen Werten zu meiden (nicht immer optimal, s. Bsp.)

= Annahme:

e Hatte man elne Losung des TSP gefunden, ware dies
gleichzeitig auch die Losung des Problems der
hamiltonschen Graphen

> Man konnte darauf basierend untersuchen ob
Graph hamiltonsch ist oder nicht
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Ein vidllacht unldsbares Problem

= Bawds:

* Erganzen den zu untersuchenden Graphen zu einem
vollstandigen

* An Kanten des ursprtnglichen Graphen schreiben wir
ene, (0, an neue Kanten eine,, 1

* |5t TSP gelOst erhaten wir hamiltonschen Kreis mit
klainstem Wert ,, z“ ds Summe der Kanten:

* |st z = 0: nur Kanten des urspr. Graphen benutzt

> Ursprunglicher Graph i1st hamiltonsch
* |st z > 0O: auch neue Kanten benutzt

> Ursprunglicher Graph ist nicht hamiltonsch
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Nils Groblinghoff

Backer mit
Kenntnissen in
Graphentheorie
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Backer mit Kenntnissen in Graphentheorie

= Bewertete Graphen in Produktionsprozessen
e Baispid:
» Backer backt an einem Tag Mischbrot, Baguettebrot,
ZWwiebel brotchen, Rosinenbrotchen und Knusperbrétchen

* Nach einer Sorte Maschine reinigen und neu einstellen
Jede Anderung dauert gewisse Zeit

Zidl:
> Unproduktive Zwischenzeiten moglichst kurz halten
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Backer mit Kenntnissen in Graphentheorie

= Umwandlung in Graphenaufgabe:

» Erhalten wieder bekannte Aufgabe:
* Ges.: hamiltonscher Kreis mit moglichst
geringer Gesamtbewertung

e 2 verschiedene Losungen:
* M-r-k-z-B-M oder M-r-z-k-B-M mit je 70 ZE en
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Fazit



Fazit

» Konnten Graphen finden, die nicht hamiltonsch waren

> Wurde Ecke entfernt und mit ihr alle dazugehorigen Kanten,
war Restgraph nicht zusammenhangend

>, Eckenge 6schte Graphen®

e Eswar jedoch unmaoglich einen Algorithmus zu finden,
der uns zeigen konnte, dass en Graph hamiltonsch ist
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