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Kapitel 1

Einleitung

Im folgenden Abschnitt werden wir anhand einiger Beispiele versuchen, den Begriff Statistik nidher zu
beschreiben.

1.1 Einfiihrende Beispiele

Beispiel 1.1.1. Firma hat 100.000 Glithlampen hergestellt. Es soll vor Verkauf die Qualitét festgestellt
werden:

a) Wie kann man die Qualitiit einer Glithlampe messen?
z.B. funktionsfidhig, Lebensdauer, ...

b) Wieviel Glithlampen sollen untersucht werden?
¢) Wie sollen die Glithlampen zur Untersuchung ausgewiihlt werden?

d) Wie soll die Untersuchung durchgefiihrt werden?
(gleiche Bedingungen)

e) Wie sollen die Daten dargestellt werden?
f) Welche Schliisse lassen ich ziehen?
g) Wie zuverliissig sind die Schliisse?

Bemerkung 1.1.2. Statistik:

e Deskriptive Statistik: Darstellung der gewonnenen Daten hinsichtlich der Fragestellung. Metho-
den: Tabellen, Grafiken, Mafizahlen, ... (vgl. 1.1.1 e).

e Analytische Statistik: Schluss auf GesetzméBigkeiten. Methode: Wahrscheinlichkeitstheorie (vgl.
1.1.1 a,b,c,d,j,g).

Beispiel 1.1.3.  a) Schiitzen des Fischbestands eines Sees zur Bestimmung des 6kologischen Zu-
stands.
b) Zusammenhang zwischen Legeleistung und Gewicht von Hennen.

¢) Zusammenhang zwischen Ausdehnung eines Metallstabs und der Temperatur.

)
)

d) Unterschiede bzgl. der Reifestigkeit zweier Drahtsorten.
)

e) Zusammenhang zwischen Anzahl der Storche und der Geburten in einem Dorf.
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Deskriptive Statistik

Die Aufgabe der deskriptiven Statistik ist die aussagekriftige Darstellung der erhobenen Daten.

2.1 Untersuchungseinheiten, Merkmale und Ausprigungen

Beispiel 2.1.1. Anhand des Beispiels " Zusammenhang zwischen Legeleistung und Gewicht von Hen-
nen” erldutern wir einige allgemeine Begriffe

Hennen - Untersuchungseinheiten

Gewicht und Eier pro Monat (reelle Zahl) - Merkmale

tatséchlich ermitteltes Gewicht - Ausprdgung des Merk-
mals Gewicht

tatséichliche Anzahl gelegter Eier pro Monat (rationale Zahl) -  Ausprigung des Merk-

mals “Eier/Monat”

Die Auspriagungen der Merkmale der einzelnen Untersuchungseinheiten sind die Daten.

Man unterschiedet je nach Art des Merkmals unterschiedliche Merkmalstypen, deren Ausprigungen
unterschiedliche Skalen besitzen.

e quantitativ: Z.B. Alter, Gewicht, Temperatur, Lebensdauer, ...

e qualitativ: Z.B. Haarfarbe, Geschlecht, Fabrikat, ...
Quantitative und qualitative Merkmale unterscheiden sich bzgl. der Skala (MaBeinstellung).
Nominalskala:

e Skala ist diskret (endlich viele Einteilungen).
e Daten sind nicht vergleichbar, es gibt keine Rangfolge.

e z.B.:  Geschlecht: w/m
Farbe: blau/weif/rot

Ordinalskala:
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Skala ist diskret (oder abzéhlbar unendlich).
Daten lassen sich ordnen und unterliegen einer Rangfolge.

Absténde lassen sich nicht interpretieren.
z.B.: EG-Qualitétsnorm fiir Apfel: ~ Extra, I, IT, III
Noten: 1-6

Metrische Skala:

e Daten lassen sich ordnen und Abstéinde sind interpretierbar (gleiche Differenzen auf der Skala
entsprechen gleichen Differenzen beim Merkmal).

e 7.B.: Gewicht, Grofle, Lebensdauer, Temperaturen

2.2 Darstellung von eindimensionalen Daten

Beispiel 2.2.1. Zur Analyse der innerartlichen Variabilitdt wurden die Fliigellingen von n = 25 In-
sekten [mm] gemessen. Daten:z1, xa, ..., a5

Urliste:

3.8 36 43 35 41 44 45 36 38
3.3 43 39 43 44 41 36 42 39
3.8 44 38 47 38 36 4.3

Kleinstes Datum: x19 = 3.3; Grofite Daten: xoo = 4.7. Skala: metrisch; 3.3 - 4.7; Unterteilung 0.1.

Bemerkung 2.2.2. Urliste ist uniibersichtlich. Daher ist es niitzlich, mehrere Daten zu einer neuen
Kenngrofle zusammenzufassen. Allgemein bezeichnet man eine Funktion, die auf Daten anwendbar
ist, als Statistik.

Beispiel 2.2.3. Im Folgenden geben wir einige Beispiele bekannter Statistiken an:

25

a) 5= > x; — mittlere Fliigelliinge ist eine Statistik.
i=1

b) Bezeichne A die Menge der moglichen Auspriagungen eines Merkmals X und sei B C A. Dann

wird durch
1 fallsxe B

1p(z) = { 0 sonst

die Indikatorvariable zu B definiert.
Sind dann z1, ..., z, n gemessene Daten, dann bezeichnet

H,(B):=Y 1p(z)

die absolute Héufigkeit des Auftretens in B (Anzahl der Daten in B).

hy(B) :=n"'H,(B)

bezeichnet die relative Haufigkeit des Auftretens in B




8 KAPITEL 2. DESKRIPTIVE STATISTIK

¢) Sind die Daten der Grofie nach geordnet, kann man sogenannte Summenhéufigkeiten betrach-
ten. Zu jedem x € A(= R), A - Menge der méglichen Ausprigungen, wird die relative An-
zahl der Daten gemessen, die < z sind. Die sich ergebende Funktion nennt man empirische
Verteilungsfunktion (evf).
Seien x4, ..., x, Daten, dann bezeichnen wir die evf. hier mit F,,, wobei:

1 n
F,(x):= - Z 1 oo,2] (1)
i=1
Beispiel 2.2.4. Fortsetzung von Beispiel 2.2.1

Tabelle der Haufigkeiten

Skalenwert Haufigkeit Summen- emp. VF
h&ufigkeit
abs rel.

o | Hu@) | hola)) | ¥ Halw) | Fula)
a; = 3.3 1| 004 1|5 =004
ay = 3.4 0 0 1|5 =004
as = 3.5 1 0.04 2| £ =008
ay = 3.6 41 016 6| =024
as = 3.7 0 0 0| 2 =024
ag = 3.8 5 0.2 11| 4 =0.44
ar = 3.9 2| 008 13 | 32 =0.52
ag = 4.0 0 0 13 | 32 =052
ag = 4.1 2 0.08 15 | 22 =06
ayg = 4.2 1 0.04 16 | 18 =0.64
a;y = 4.3 4| 016 20 | 22 =038
ajp = 4.4 3] 012 23 | 22 =0.92
aj3 = 4.5 1 0 24 | 22 =0.96
ajs = 4.6 0| 0.04 24 | 22 =0.96
ays = 4.7 1 0.04 25 | 2 =1
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Abbildung 2.1: Empirische Verteilungsfunktion

Aus der Darstellung lassen sich sofort zwei typische Fragen beantworten:

a) Wieviel % der Insekten haben eine Fliigellinge, die < 3.9mm ist?
(F,(3.9) = 0.52) — 52 %

b) Welches ist die kleinste Fliigellinge, die > 40% der gemessenen Fliigelléinge ist?
(3.8mm)

Bemerkung 2.2.5. Besitzen die Daten viele verschiedene Werte, dann ist es iibersichtlicher, benach-
barte Werte in Klassen (oder zu Gruppen) zusammenzufassen.

Klassifizierte Haufigkeitstabelle:

Klasse Klassenmitte | Hiufigkeiten

Nr. Beschr. abs. rel.
1133 <z< 36 3.45 2 0.08
2136 <z< 39 3.75 9 0.36
3139 <z< 42 4.05 4 0.16
4142 <zx< 45 4.35 8 0.32
5145 <z< 48 4.65 2 0.08

Die Klassen sollten gleiche Breite besitzen, falls keine sachlichen Griinde dagegen sind. (z.B. Klausur-
punkt — Note)

Anzahl der Klassen sollte moglichst klein sein, wobei aber die spezifische Information der Daten noch
sichtbar sein muss (Manipulation!).

Ohne Vorinformation wahlt man héufig als Klassenbreite:
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ZaroBtes — Tkleinstes
1+ 3.32log(n)
——

Inyo(n)

4.7 - 3.
_ AT=33 g5
1+ 3.321og(25)

Im Beispiel also: b

Bemerkung 2.2.6. Graphische Darstellung der relativen Héufigkeiten

a) Stabdiagramm und Héufigkeitspolygon:

Stabdiagramm

Haufigkeitspolynom

0,32

0,24

0,16

0,08

3,45 3,75 4,05 4,35 4,65

Aus dem Stabdiagramm lésst sich eine spezifische Eigenschaft, ndmlich eine zweigipfli-
ge Verteilung, erkennen. (Bei den Insekten wurde nicht zwischen m/w unterschieden).

b) Histogramm:

24
5

[
[

=
ot

|oo
}

o
ot

3.45 3.75 4.05 4.35 4.65

Die Fliche zu jeder Klasse entspricht jeweils der relativen Haufigkeit der Klasse, d.h.
die gesamte Flache des Histogramms entspricht 1.
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\/

Kreis wird in Fliachen zerlegt, die proportional zu den rel. Haufigkeiten sind.

¢) Kreisdiagramm:

2.3 Mafizahlen fiir eindimensionale Daten

Man unterscheidet verschiedene Typen von Statistiken (Funktion der Daten). Ein Typ ist das Loka-
tionsmaf} bzw. Lageparameter.

Definition 2.3.1. Ein Lokationsmaf ist eine Mafizahl (Statistik) fiir einen zentralen Wert, um den
sich die Daten gruppieren.

Beispiel 2.3.2. Gegeben seien die Daten 1, x2, ..., Ty.

a) Bei metrischer Skala:

T =

S|

n
Z x; arithmetisches Mittel
i=1

b) Bezeichnen Ty S T2) < o S T(y) die geordneten Daten (Ordnungsstatistik ).

T(ng1y, n ungerade
2

Median: Q(0.5):=
1
3 (:C(%) + x(#)) , n gerade
c¢) Falls nominalskaliertes Merkmal, dann scheiden Median und arithmetisches Mittel aus. Es bleibt

der Modalwert (Modus) 4. Dies ist der Wert mit der grofiten Héufigkeit.

Bemerkung 2.3.3. Was messen Z, Q(0.5), Zymoa?
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a) sym. Haufigkeiten

T Mod — 'E = Q(0.5)

linksgipflige H.

Taros Q05) T

c) rechtsgipflige H.

=T Q(b5) =xMod

Bemerkung 2.3.4. Lokationsmafle sind nur bei eingipfliger Verteilung der H&ufigkeiten sinnvoll!
Betrachte hierzu als Beispiel

“Lebensdauer der Menschen im Mittelalter” (vgl.Hartung S.37 ff)

Thohe Ki Iichkeit hohes Alter

Lagemafe fithren zu Fehlinformation! Um mehrgipflige Verteilungen zu untersuchen, muss der Median
zur Quantilfunktion verallgemeinert werden.
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Definition 2.3.5. Gegeben seien die Daten x1, ..., 2, und x(y), ..., 2(,) die zugehdrige Ordnungssta-
tistik. Fiir 0 < a <1 heifit

Q(a) := {x(k) ¢k ist kleinste natiirliche Zahl mit k > n - «

das zugehorige a-Quantil.

Beispiel 2.3.6.

a) Ist n ungerade, dann ist der Median das 0.5 - Quantil.
b) Seine 1, ...,210: 10 gemessene Daten.

1.0 I
- '_
- l_
_ |
- I_
0.5 _
- |—
- |—
- —
- |—
z() TR e @) SETT0)
Q(0.5) = 13(5)

Q(0.85) = {x(k) : k kleinste natiirliche Zahl mit k > 10-0.85 = 8.5 = x(y)

¢) Fiir die Lebensdauer im Mittelalter sind Q(0.1), Q(0.5), Q(0.9) zusammengenommen viel aus-
sagekriiftiger als T, €,,0q oder Q(0.5) allein.

Neben dem Lagemaf ist man natiirlich auch daran interessiert, die Streuung der Daten um einen
entsprechenden Ort als Mafizahl zu erfassen.

Definition 2.3.7. Sei z(;) < x(2) < ... < x(y,) die Ordnungsstatistik zu den Daten x1, 29, ..., z,,. Dann
bezeichnet
R = x(n) — x(l)

die Spannweite (Range) der Messreihe.

Bemerkung 2.3.8. R ist von den extremen Ordnungsgréfien x(,,), (1) abhéingig, daher anfillig bzgl.
Ausreiflern.

Definition 2.3.9. Gegeben sei die Ordnungsstatistik z (1) < z() < ... < x(,). Dann bezeichnet

V= Q(Z) - Q(Z)
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den Quartialabstand (d.h. Spanne der mittleren 50% der Daten).

Weitere Moglichkeiten: Berechne den mittleren “Abstand” der Daten zu einem festen Wert.

n n

1 1
B. - i—c| bzw. — i —c)?
z nZ|x c| bzw nZ(m c)

i=1 i=1
¢ muss dabei so gewihlt werden, dass die mittleren Abstdnde minimal sind!

Beim ersten Abstand ergibt sich fiir ¢ der Median und beim zweiten das arithmetische Mittel! (vgl.
Mathe).
Definition 2.3.10. Die Gréfle
1 n
dn = 0 Z lzi — Q(0.5)]
i=1

heifit mittlere absolute Abweichung vom Median.

Die Grofle

n
1
82 = Z(xiff)Q, mit f::ﬁin

=1 =1

S

wird die Stichprobenvarianz bzw.

sk =52

die Standardabweichung der Stichprobe genannt.

Bemerkung 2.3.11. Fiir die Stichprobenvarianz gilt folgender Zusammenhang:

n
1 _
Si:— E .’L‘?—.’EQ
n <
i=1

(z7 — 22,7 +7T°)

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus
i=1

2 1 ¢ 2 1
Spn = EZ(xl_x) :E
=1 7
1 — 1 — 1 —
2 _ 2
Ezlxl—%:gzlxﬁ—gzlx
1= 1= 1=

—_— ——

3 z2

n

O

Beispiel 2.3.12. Intuitiv wiirde man erwarten, dass die Korpergroflen 6-jahriger Madchen stérker
streuen als die Korpergréfien erwachsener Frauen, da die 6-jahrigen Méadchen sich sicherlich hinsicht-
lich der Wachstumsentwicklung voneinander unterscheiden. Der Vergleich der Standardabweichungen
zweier Messreihen zeigt aber das Gegenteil:

| Grofie | n | T | Sn |
6-jahrige Méadchen | 77 | 112,6 | 4,64
20-jahrige Frauen 51 | 162,6 | 5,12

Betrachtet man dagegen %, so ergibt sich:
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6-jahr.
20-jihr.

Dieser Vergleich entspricht jetzt unseren Erwartungen.

Sn/T
Sn T

4,64/112,6
5,12/162, 6

~
~
~
~

4,12-1072
3,15-1072

15

Definition 2.3.13. Seien T und s, arithmetisches Mittel und Standardabweichung einer Messreihe.

Dann bezeichnet

den Variationskoeffizienten.

2.4 Darstellung von zweidimensionalen Daten

Betrachte zunéchst

Beispiel 2.4.1. Gewicht und Grofle von 20 Schiilern einer Klasse:

Schiiler(i) | GroBe Kateg. Rang(R;) Gewicht Kateg. Rang(Q;)
1] 174 m 9.5 62 T 3.5
2| 182 g 15 75 m 16
3 178 m 11,5 63 1 )
4 190 g 20 95 S 20
5 172 k 6,5 69 1 10
6 165 k 1 58 1 1
7 172 k 6,5 78 m 17,5
8 189 g 18,5 84 S 19
9 168 k 3,9 62 1 3,9

10| 181 g 13,5 70 m 11,5
11 172 k 6,5 72 m 14
12 178 m 11,5 65 1 7,5
13| 174 m 9,5 70 m 11,5
14 184 g 16,5 65 1 7,5
15 189 g 18,5 78 m 17,5
16 167 k 2 60 1 2
17| 172 k 6,5 65 1 7.5
18 184 g 16,5 72 m 14
19| 168 K 35 65 1 7.5
2 | 181 g 13,5 72 m 14

Es stellt sich hier sofort die Frage nach einem moglichen Zusammenhang zwischen Gréfie und Gewicht.

Um eine Idee bzgl. eines Zusammenhangs zu erhalten, stellen wir die Daten grafisch dar.

Definition 2.4.2. Fassen wir das Gewicht als Funktion (Zusammenhang) der Gréfie auf, dann ergibt
sich das folgende Streudiagramm: Aus diesem Streudiagramm lésst sich schon erkennen, dass es eine

wachsende Tendenz gibt, d.h. je grofler desto schwerer.



16

KAPITEL 2. DESKRIPTIVE STATISTIK

X
Gewicht
(k]
x y X metrische Daten!
X X %
X X
X X % X
X x X
X
57 X
160 Grofle[cm)]

Natiirlich kann man ein Streudiagramm nur dann benutzen, wenn die Daten metrisch sind. Handelt
es sich um gruppierte Daten, dann benutzt man zur Darstellung eine Kontingenztafel.

Definition 2.4.3. Da unsere Daten metrisch sind, werden sie zunéchst in Klassen eingeteilt.

Klassifizieren der Grofle:

oder etwas willkiirlich

190 — 165
Kl. Breite bg, = ———————— =~ 455
reite  bgr. 1+ 3.32In3((20)

Klein := [165, 173]  mittel := [173, 181] grof := [181, 191]

Klassifizieren des Gewichts:

leicht := [58, 70[ mittel := [70, 82[ schwer := [82, 95]

Nachdem die Daten so gruppiert wurden, kénnen wir sie in eine Kontingenztafel eintragen. Es ergibt
sich jetzt fiir die Daten:

GroBe | Klein mittel grof Zeilen- Zeilen-
Gewicht summe h&ufigkeit
leicht 6 3 1 10 % = 05
mittel 2 1 5 8|4 = 04
schwer - - 2 2 % = 0.1
Spaltensumme 8 4 8 20
Spaltenhéiuﬁg— 2% =04 240 =02 2% =04
keit

D.h. 6 Daten gehoren sowohl in die Gewichtsklasse ”leicht” wie zugleich auch in die Klasse ”klein”
hinsichtlich der Korpergrofle, usw.
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2.5 Mafizahlen fiir zweidimensionale Daten

Im Folgenden seien (z1,41), ..., (¥n, Yn) zweidimensionale metrische Daten.

Betrachte die folgenden Streudiagramme:

y y y
X X
X x X
(a) X X (b) X (¢) | X
X
><>><<X>< N xX X ><>< X%XX& y
X 0% & X x
XX 2 X i
X X‘ X‘

Offensichtlich erhalten wir

(a) richtungsloser Punkthaufen
(b)yz? = y1 wachsende Tendenz + Stérung
(c)x1 = y | fallende Tendenz + Stérung

Wie lésst sich diese Tendenz messen? Als Motivation zur Gewinnung einer geeigneten Maf3zahl be-
trachte:

Lege Koordinatenursprung in (7, )
= (w;,y;) im 1. oder 3. Quadranten, falls (x; — Z)(y; —7) > 0
= wachsende Tendenz, wenn viele dieser Produkte > 0

x % 1.Quad.

(T.7)

Setze daher:

" \/; (@ =2 3 (=)

Definition 2.5.1. Falls zwischen x und y ein linearer Zusammenhang besteht und die Daten metrisch
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sind, dann wird durch

S . 1 < _ _

Tpy = —2 ,mit Sg, = — Z (x; —7)(yi — 9),

525y n

der Korrelationskoeffizient von Bravais-Pearson definiert. s, bzw. s, bezeichnen in der Formel die
Standardabweichung der x— bzw. y—Daten.

Bemerkung 2.5.2. Zur Berechnung von r; , benutzt man

o (o))
(n;x%— (;m1>2> n%:yf— (%:w)

Beispiel 2.5.3. Fiir die Daten aus Beispiel 2.4.1 ergibt sich:

Toy =

2

20
Ty = 248754, > a? = 627718,

n n
=1 1=1 i=1

y2 = 99508, < x) = 35402, (z yi) = 14002
=1 =1

7

20 - 248754 - 3540 - 1400
Twy = =..~0.73

[(20 - 627718 — 35402) (20 - 99508 — 14002)]

N

Also ein positiver Zusammenhang, d.h. “je grofler desto schwerer”

Bemerkung 2.5.4. (i) ry, € [-1,]]

—1 starker fallender Zusammenhang
Tay R 0 kein Zusammenhang
1 starker positiver Zusammenhang

(ii) Falls Streudiagramme die folgende Form haben, ist r, , sinnlos, da x-y nicht linear! In diesem

X
X
X
X X
X, X X X X
X
XX X
X X XX X X
X X X
X X
X X
X
X
X X X X
X X
X
X
X

Fall nimmt man Rangkorrelation.

(iii) Vorsicht bei Scheinkorrelation! z-Dorfgrofie, x-Storche, y-Geburten

x zl = xlund y7
Z/’

\ y = pos. Zusammenhang zwischen x und y!



2.5. MASSZAHLEN FUR ZWEIDIMENSIONALE DATEN 19

(iv) Falls y = a + bx (d.h. nicht gestort)

(25w -n0m-7)

\/ii; i —T) \/Z i —7)?

[(a+bx;) — (a+ bT)]

S.Ms

1
n

n

\/%Z @ —T)° %i[(a+bxi)—(a+bf)]2

bo > (@

¢%7 —x|m¢ z i — )2

b f 1 fallsb>0
= o] | -1 falsb<o0

3=

Definition 2.5.5. Seien z1, ..., z, die erhobene Daten und z(;y < ... < x(,,) zugehdrige Ordnungssta-
tistik. Dann bezeichnet
R; := {k: falls z; = ()

den Rang von z; in der Stichprobe z1, ..., .
Mit Hilfe der Rénge lisst sich nun ein weiterer Korrelationskoeffizient definieren, der nicht mehr
die stark einschrinkende Linearitét zwischen den z— und y—Daten voraussetzt.

Definition 2.5.6. Seien (x1,¥1), ..., (n,yn) erhobene Daten (metrisch oder ordinal) und bezeichne
R; den Rang von z; in der x—Stichprobe bzw. @); den Rang von y; in der y—Stichprobe. Betrachte
nun (R1,Q1), ..., (Rn,@n). Besteht zwischen  und y ein monotoner Zusammenhang, so lisst sich
dieser mit

1< @)
T (R -
K3

\/ZR R\/Z

dem Rangkorrelationskoeffizient von Spearman untersuchen. Dabei ist

. 1 n . 1 n
:Ezi:Ri bzw. Q::E;Qi

Bemerkung 2.5.7. Falls Daten in der Stichprobe identisch sind, so werden die zugehorigen Rénge
durch Mittelbildung bestimmt. Z.B.:

I1:3,$2:7,$3:9,JZ4:7,$5:7
24+3+4
= R1:1,R2:+37+:3,R3:5,R4:R5:3
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Beispiel 2.5.8. Als Beispiel zur Bestimmung der Rénge vgl. die Tabelle aus Bsp. 2.4.1! Fiir den
Rangkorrelationskoeffizienten ergibt sich in diesem Beispiel: r,, ~ 0.697

Bemerkung 2.5.9. Mafizahlen fiir den “Zusammenhang von nominalen Merkmalen” werden spéter,
d.h. beim y2-Test, behandelt.

Falls das Streudiagramm einen linearen Zusammenhang y = a + bx rechtfertigt, kann man durch
den Punkthaufen eine Gerade legen, die “mdoglichst gut” zu den Daten passt.

Y « ~— Regressionsgerade
>2<>< a + bx
X
X
X
X

Satz 2.5.10. Die Regressionsgerade wird nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt, d.h.
fiir @, b muss gelten

D (= (ot b)) = ming 5 Y (3 — (o + )

i=1

Die Losung dieser Minimierung fithrt zu (vgl. Mathe)

2 @i —T)wi —y) _ ndiwiyi — O w) O vi)

b = =
. 7)2 2

a = y—bx
_ 1
T = — T

n =

i

_ 1
y = - Yi

n

Die Werte

werden Residuen (Fehler!) genannt.

Bemerkung 2.5.11. Ob ein linearer Zusammenhang iiberhaupt vorliegt, lisst sich durch Betrachtung
der Residuen folgern. Falls kein linearer Zusammenhang vorliegt, versuche Transformation, z.B. In(y)!

Bemerkung 2.5.12. Sei g(x) := a + bz die ermittelte Regressionsgerade. Dann gilt:

9g@)=a+bz=Y—bT)+bx =7
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Die Stichprobenvarianz der y—Daten, s; = 1/nY_"" | (y; —¥), misst die durchschnittliche Veréinderung
der y—Daten. Betrachte jetzt

1« e 1 9
= (o) = g(@)" =~ > (9(xi) — )
i=1

i=1

Diese Grofle ist ein Maf} fiir die durchschnittlich erkldrbare Verdnderung in den y—Daten. Eine
erkldrbare Verdnderungen in einem y—Datum wird dabei ausschlieflich durch die entsprechende
Verdnderung in dem zugehorigen x—Datum hervorgerufen, d.h.

T —xi = g(T) = g(z:)

Definition 2.5.13. Ein Ma8 fiir die Qualitit der Anpassung ist das Bestimmtheitsmafl, definiert

durch )
erklarbare Anderung >, (a + bx; — 7)?

vollstéindige Anderung >y —7)?

Fiir B gilt: B € [0,1] und B &~ 1 = Anpassung hat hohe Qualitit.



Kapitel 3

Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1 Einfiihrung

Betrachte zunéchst ein Histogramm. W&hlt man h hinreichend klein und erhéht den Stichprobenum-

ey

fang, dann kommt hiufig eine glatte Funktion f heraus (Dichte).

//\

22
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Uber einer Menge B ist die Fliche unter dem Histogramm die relative Anzahl der Daten, die nach
B fallen. Diese ldsst sich nun durch ein kleines Gedankenexperiment zu einem intuitiven Begriff der W.
formulieren. Nehmen wir an, dass die erhobenen Daten x1, ..., z,, die zu obigem Histogramm gefiihrt
haben, die gemessenen Kdrpergrofien von n zufillig ausgewdhlten Personen aus einer Grundgesamtheit
von N Personen seien. Stellen wir uns weiter vor, dass wir jede einzelne Messung auf einem Zettel
notiert haben und ihn anschlieffend in einen ” Topf” gelegt haben. B entspricht einem Intervall, sagen
wir B = [a, b]. Ziehen wir nun aus diesem Topf einen Zettel zuféllig, dann entspricht die Fliche unter
dem Histogramm iiber dem Intervall B der W., dass auf dem Zettel eine Zahl zwischen a und b steht.

Die Funktion f hatten wir erhalten, indem wir den Stichprobenumfang n vergrofiert und gleichzeitig
h verkleinert haben. Im Rahmen des Gedankenexperimentes interpretieren wir das Vergroflern des
Stichprobenumfangs damit, dass wir alle méglichen N Koérpergréfien auf Zettel geschrieben haben, die
anschliefend in den Topf gewandert sind. Ziehen wir jetzt einen Zettel aus den Topf zufillig heraus,
dann entspricht jetzt die Flidche unter f iiber dem Intervall B der W., dass auf dem Zettel eine Zahl
zwischen a und b steht. Da sich aber in dem Topf alle Koérpergrofien der Grundgesamtheit auf Zetteln
notiert befinden, kénnen wir das ”zuféllige Ziehen des Zettels aus dem Topf” auch interpretieren als
Messung der Kérpergrifie einer zufillig ausgewdhlten Person der Grundgesamtheit. D.h. die Fliche
unter f {iber B entspricht der theoretischen Wahrscheinlichkeit (W), dass eine Messung (oder ein
Experiment) einen Wert ergibt, der in B liegt.

In der Statistik nimmt man h#ufig an, dass ein solches f existiert, d.h. es gibt eine Funktion f, so
dass die Fldche tiber B unter f die W. angibt, dass ein Experiment ein Ergebnis (Datum) liefert, das
nach B fallt.

oo
Beachte: f > 0und [ f(z)dz =1
—0o0
Haufig ist dieses f symmetrisch: Das Symmetriezentrum p entspricht dann dem theoretischen Lokati-

A

7

onsmaf, wihrend T dem empirischen entspricht. Es ist zu erwarten, dass T =7, — u fiir n — oco.
In der klassischen Statistik nimmt man an, dass f eine ganz bestimmte Gestalt (parametrische Form)
hat.

Wichtige Beispiele:

)= e[ €21

Wir sehen: Bei kleinem ¢ ist die Hauptmasse mehr konzentriert als bei grolem o. Den gleichen
Effekt haben wir bei der Standardabweichung
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=0
~~~~~~ : kleines o.

In der Tat: s,, — o(n — o).

Die schlieflende Statistik hat die Aufgabe, eine “Verbindung” zwischen Stichproben und Grund-
gesamtheit zu erstellen. Im Wesentlichen werden, basierend auf der Stichprobe, Hypothesen bzgl. der

Grundgesamtheit iiberpriift (Testtheorie) oder Eigenschaften der Grundgesamtheit geschétzt (Schétz-
theorie).

Bemerkung 3.1.1. Vergleich zwischen dem Konzept der klassischen Analysis aus der Grundvorlesung
und der Stochastik.

Mathe Stochastik
Funktion f: Zufallsvariable (Experiment) X:
Dy sz—y:= f(z)
~~ ~~ D, =Q35wr— Xw) =zeM
wichtig u. berechnet ~~— ——
bekannt unwichtig u. liefert das
hiufig unbekannt Experiment
Analyse von f: Analyse von X:
- Wertetabelle - grafische Darstellung der Daten x
- Graph - versucht zu ergriinden, wie
- Kurvendisk. “wahrscheinlich” es ist, dass X in eine
Menge B eines Systems B fillt.

In folgenden Beispiel werden wir anhand eines Wiirfelexperiments einige Formeln zum Rechnen
mit Wahrscheinlichkeiten motivieren.

Beispiel 3.1.2. “Wiirfeln”

a) Das Experiment
X:Q— M:={1,2,3,4,5,6}

beschreibe das Wiirfeln mit einem “fairen” Wiirfel. M ist der Ereignisraum. B = P(M)
Potenzmenge von M, d.h. die Menge aller Teilmengen von M.

P(B):=P(XeB)=W(XeB), BebB
die Wahrscheinlichkeit, dass X in B liegt, ist gesucht. Dies lasst sich auch durch

w:B — [0,1]
B — u(B):=P(X € B)
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ausdriicken.
Da der Wiirfel fair ist, gilt:

p(1) = p{2h) = = p{6) = ¢
n({1,2}) = W.eine”’l” oder “2” zu werfen
1)) + u(2))
u(@) = W. keine Zahl zwischen “1”und“6”
0
w(M) = W. eine Zahl zwischen “1”und“6”
=1

Bezeichnung: CB := {x e M :x ¢ B }

p(C{1,2}) = p(M\{1,2})
= W. weder “1” noch “2”

n({3,4,5,6})
_ 4
6
6

b) Das Experiment
X:Q— M?:={(z,y):x € M,y € M}

beschreibt “zweimal nacheinander wiirfeln”. Die relevanten Mengen sind wieder aus B = P(M?),
der Potenzmenge von M?2. Die Mengenfunktion p hat die Form:

pe B o— [0,1]

B uB)= =
Seien jetzt
B = {(l,2) e M?:x #2} - 1-ter Wurf eine “1” und 2-ter Wurf keine “2”
A = {(l,x):z e M}
C o= {1}
Offensichtlich gilt jetzt C C A und B = A\ C. Ferner ergibt sich aus der Definition von pu:
parey= A2

Andererseits erhalten wir aus der Definition von y auch:

Al _ 6
A = ‘@ - @
C 1
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Zusammengefasst ergibt sich also aus C C A dann

) 6 1
HANC) = 5 = o5 = &5 = H(A) = p(C)
c¢) Fortsetzung zu (b)
B = {(z,6):x¢€{1,2}} - erst “1” oder “2”, dann “6”
A = {(z,y):xe€l,2undy € M} - erst “1” oder “2”, dann egal
C = {(z,6):2z€ M} - erst egal, dann “6”
Offensichtlich gilt: B = AN C. Wenden wir wieder die Definition von p an, so erhalten wir:
2 12 6

Die Ereignisse A und C' sind voneinander unabhéngig. Dieses spiegelt sich im folgenden Sach-

verhalt wieder. ) 11
ANC)= — == = u(A)u(C
1( ) =13 =35 = MAu(C)
Definition 3.1.3. Seien Q # () und A C P(2) ein Mengensystem mit den Eigenschaften
a) e A
b) Ac A=(Ac A
c) A, e AfuiralleneN= [J 4, € A

n=1

Ferner sei P: A — [0, 1] eine Abbildung mit den Eigenschaften:
(1) P(Q) =1
(i) P(A) >0 firallede A
(iii) P (U An> = ZIP’(An) fiir alle Folgen (A, )neny C A fiir die
n=1 n=1

A, NA, =0, fallsn#m.

Man nennt dann (2, A,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmal und das
Mengensystem A eine o-Algebra.

Beispiel 3.1.4. (M, P(M), 1) aus Beispiel 3.1.2 sind Wahrscheinlichkeitsraume.

Definition 3.1.5. Unter einer Zufallsvariable oder auch Experiment X versteht man eine Abbildung

X: Q4P — (M,B)
w — X(w)

von dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) in den Ereignisraum (M, B) mit der Eigenschaft, dass
{w: X(w)eB}e A
fiir jede Menge B aus (der o-Algebra) dem Mengensystem B. Durch
pi B — [0.1]
B — u(B):=PX e€B)

wird durch die Zufallsvariable X ein neuer W.Raum (M, B, i) definiert. p heifit die Verteilung der
Zufallsvariable X.
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3.2 Kombinatorik

Beispiel 3.2.1. Setze Q := {w,wa,...,w,} und A := P(2). Dann ist A eine o-Algebra. Einen W.
Raum erhélt man dann durch Festlegen von

P ({wi}) := ps ,i=1,..n

wobei p; > 0 vorgegebene Werte mit

Zpi =1, P4 = Z ({w;}) Z i

w;EA w; EA
Spezialfall: p; = ps = ... = p, = p, d.h. alle Elementarwahrscheinlichkeiten sind gleich. Dann gilt:
b= ZP = np
1 1
p = — = — d.h. Laplace-Modell
n |9 -
) = Yn= Y mo
wA uea ‘Q| it

fiir A giinstige Fille|

|mogliche Fille|
Um solche W. zu berechnen, muss man die Anzahl der Elemente von Mengen A, d.h. |A| bestimmen.
Dabei sind kombinatorische Formeln hilfreich.

Im Folgenden nehmen wir an, dass Z # () mit |Z] = n und n € N.

a) V.1 - Anzahl geordneter Stichproben aus Z vom Umfang [ mit Wiederholungen. Offensichtlich

erhalten wir:

Beispiel: Totto

b) V,. - Anzahl geordneter Stichproben aus Z vom Umfang [ ohne Wiederholungen. In diesem Fall




28

KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

ergibt sich:
Voio = nn—1)..(n—1+1)
nn—1)..(n—1l+1)(n-1)..1
(n—=Dn-1-1)...1
n!

(n—=1)!

Falls n = [ erhalten wir als Spezialfall

n!
’ (n —n)! "

die Anzahl von moglichen Anordnungen, Permutation genannt, von n Elementen.

Cn,; - Anzahl ungeordneter Stichproben aus Z vom Umfang ! ohne Wiederholungen. Diese
Anzahl entspricht der Anzahl der [-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
i Cn,l = Vn,l
Vn 1 n!
=>Ch = —F=—"
! I (n—Du
= <7) := Binomialkoeffizienten

Beispiel: Lotto ()

Cpn. - Anzahl ungeordneter Stichproben aus Z vom Umfang [ mit Wiederholungen. Diese
Anzahl ist gleichbedeutend mit der Anzahl der M6glichkeiten, I Chips auf n Féacher zu verteilen.

G, = (n—|—l—1>
' l
zB.n=4,1=3.

Wieviel Moglichkeiten gibt es nun? Betrachte dazu die Anordnung: 3 x und 3 |, i.F. als Trenn-

‘** ‘ ‘* ‘ ‘ < 2K in F1 und 1K in F3.

Fach 1 2 3 4

wand bezeichnet. Dann erhalten wir:

x x| |*]|< 2Kin F1 und 1K in F3
Insgesamt gibt es 4 — 1 +3 = (n — 1 +1)! Anordnungen. Jede Vertauschung der Trennwénde, 3!
bzw. (n — 1)!, und jede Vertauschung der *, 3! bzw. !, fithrt zur gleichen Belegung. Also:

— (n—1+1)! n—1+1
=>Ch=—+7+ =
S S DT !
Pt na,...ni, - Anzahl unterschiedlicher Anordnungen der Lénge n, wenn von den n Elementen
ny identisch, no identisch, ..., ng identisch sind.
n!

Pp,ny,.ong = T
ARETN I

Beispiel: n = 10 Kugeln, n; = 3 weifle, ny = 2 schwarze, ng = 4 blaue und eine rote Kugel:

10! _5*6*7*8*9*10

w2l xdl 30521 =0 Trdx9x10

Pio324 =
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Beispiel 3.2.2. Berechnungen von W. im Laplace-Modell:

a) W. genau 3 Richtige im Lotto (6 aus 49) (Zusatzzahl nicht berticksichtigt)

Q:= Menge der 6-elementigen Teilmengen von {1, ..., 49 }

I S
)

A ={w € Q: w enthilt genau 3 Richtige}

1= () ()

29

b) “Qualitéitskontrolle” Warenlieferung von m—Stiick enthalte k schlechte Stiicke. Mit welcher W.

hat eine Stichproben vom Umfang n genau j schlechte Stiicke?

Q] = (m) ungeordnete Stichprobe vom Umfang n ohne Wiederholungen
n
bei m—elementiger Menge.
A = {w € Q:w enthilt genau j schlechte Stiicke}
ky (m—k
oA (G
T I

c) 15 neue Schiiler sollen gleichméfig auf drei Klassen verteilt werden. Unter den 15 sind drei

“Schlaukopfe”. Mit welcher W. bekommt jede Klasse einen?

K Ky K3

1 5 6 10 11 15

Q - unterschiedliche Klassenbelegungen
— 10| = 15! —  Permutationen der 15 Schiiler
~ 5I515!  —  Permutationen innerhalb der Ficher K, Ko, K3

A={w e Q:jeweils 1 “Schlaukopf” pro Klasse K}

3! Moglichkeiten, die 3 “Schlaukopfe auf die Klassen zu verteilen

3112

= 1A=
3112!

_ 44140
=P(4) = 45

515!5!
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3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhéngigkeit

Beispiel 3.3.1. Raucher in der Oberstufe eines Gymnasiums verteilt nach Geschlecht

weibl.  ménnl. |
Raucher 32 30 62
Nichtraucher 23 15 38
> 55 45 100
S - zufillig ausgewéhlte Schiiler.
62
IP) = = —
=P(S=R) 100
Falls wir wissen, dass der Schiiler weiblich ist, ergibt sich:
32
=Wl =R)=—

Wie héngt diese W. mit (€2, .4, P) zusammen?
A={S=R} ,B:={5=W}
Wenn die Bedingung B erfiillt ist, d.h. “ausgew#hlter Schiiler ist weiblich”, d.h. S € B, kann das

Ereignis
“ausgewihlter Schiiler ist Raucher”, S € A

nur eintreten, wenn

SeANB

= P(A|B) = “W. von A unter der Bedingung B”
imLapl. M

_[AnB| _ [AnB| Q]
|B| 9] [B]
1
P(B)
_ 32103
100 55 55
Definition 3.3.2. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B € A mit P(B) > 0. Dann wird durch
P(AN B)
P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B definiert.
Bemerkung 3.3.3. (2, A, P(-| B)) ist selbst wieder ein W.-Raum.

=P(ANB)

P(A|B) =

Beispiel 3.3.4. Ein Produkt wird auf zwei unterschiedlichen Maschinen gefertigt:

M; — fertigt 5000/ Tag mit 10% Ausschuss
My — fertigt 6000/ Tag mit 8% Ausschuss
Wie grof§ ist die W., dass ein zufiillig ausgewiihltes Produkt beim Warenausgang defekt ist?
A = {w:w auf My produziert},
B := {w:w auf My produziert}
1 = AUB (Tagesproduktion)
D := {w:Ware ist defekt}

(Q,A,P) — Laplace-Modell
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Dann erhalten wir:
5000 5

PA)= ———— = —
5000 4+ 6000 11

und damit dann weiter: 6

1

Es ist ferner bekannt, dass P(D|A) = 0.1 und P(D|B) = 0.08. Daraus folgt abschliefiend:

P(B) = 1 — P(A)

P(D) = P(DNQ)=P(DN(AUB))
= P(DNA)U(DNB))=P(DNA)+P(DnNB)

deMorgan
 P(DNA) P(D N B)
~ Em Y Em
—  P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B)
) 6

= O.lﬁ + 0.0Sﬁ

~ 0.089

P(B)

Satz 3.3.5. Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und Aq,..., Ay, jeweils € A, paarweise disjunkte Ereignisse (d.h. i # j = A; N A; = 0) mit

n

U 4; = Q und P(4;) > 0 fiir alle i = 1, ...,n. Fiir alle C' € A gilt dann:

P(C) =Y P(C|A)P(A)

i=1

Beweis. “Zur Vorstellung” Zun#chst folgt aus den Voraussetzungen, dass

Al A2 A3 A4

Q
C Y//IYIN TV
C= O (A;NC).
Mit dieser Zerlegung erhalten wir weiter:
P(C) = P (O (cn AZ)>
i ;P(COAZ-)
= D_P(ClA)P(4)
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Satz 3.3.6. Bayessche Formel Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3.5 gilt fiir C € A mit
P(C) > 0:

P(A|C) = F<C|A’€)P(A’“) . k=1,..,n
;P(C |Ai)P(A;)
Beweis.

FO S p(clanpay

Interpretation: Arzt beobachtet Symptom C. C kann durch Krankheit A; oder As.... oder A, verur-
sacht sein. P(A;|C) - W. dass fiir Symptom C' die Krankheit Aj, verantwortlich ist. O

Beispiel 3.3.7. Gegeben sei ein bindrer Nachrichtenkanal mit Ubertragungsschema
0.8

0 0
Sender sendet nur 0000000
0.2 oder 1111111 und zwar
62 mit W. 0.1 bzw. 0.9
L 5 1
0.8

Es wird 0100110 empfangen. Wie grof} ist die W., dass 0...0 gesendet wurde?

P(0...0[/0100110) ?

B P(0100110(0...0)P(0...0)

3.3.6) P(0...0)P(0100110[0...0) +P(1...1)P(0100110|1...1)
(0.840.2%)0.1

0.1(0.840.23) + 0.9(0.240.83)

4

13

d.h. trotz “0” Mehrheit wird man 0100110 als 1...1 zu dekodieren haben.

Beispiel 3.3.8. Gegeben sei eine Urne mit 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln. Definiere die Ereignisse:

A: — “Beim ersten Ziehen eine weifle Kugel”

B: — “Beim zweiten Ziehen eine schwarze Kugel”

(i) Ziehen ohne Zuriicklegen

23 3
P(ANnB) = PAPBIA) =—--=—
= P(ANB) (AB(B|A) = =7 = 15
(ii) Ziehen mit Zuriicklegen

=PA)=- ]P’(B)—§ IF’(AHB)—E
o5 5 25

2
also P(ANB)= 6 _23_ P(A)P(B)
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Beim Ziehen mit Zuriicklegen hat die erste Ziehung “keinerlei Einfluss” auf die zweite Ziehung, d.h.
beide Ziehungen sind unabhéngig voneinander.

Definition 3.3.9. Sei (2, A,P) ein W.-Raum und Ay,..., A, n Ereignisse, jeweils € A. Diese Ereig-
nisse heifen (P-)unabhéngig, wenn fiir jede Menge I = { i1,i2,...,9, } C {1, ..,n } mit 1 <k <n
gilt:

k
P (ﬂ Ail> = P(4;, NA,N..NA;)
=1

Bemerkung 3.3.10. Seien A, B unabhingige Ereignisse und P(B) > 0. Dann erhalten wir:

P(A|B) = P(A)
Beweis.
palp) = S = PEEE —p

O

Definition 3.3.11. Seien X; : (2, 4,P) — (M, B), fir ¢ = 1,...,n, n Experimente bzw. (Zufallsva-
riable). Dann nennt man X7, ..., X,, unabhingig, falls fiir beliebige Mengen By, ..., B,, jeweils € B,
gilt:

A ={X, € B1},Ay :={X3 € By},..., Ay, :={X,, € B,,}

sind unabhéngig geméafl Definition 3.3.9.

3.4 Verteilungen und Verteilungsfunktionen

Unter Definition 3.1.5 hatten wir die Verteilung einer Zufallsvariable definiert.

X (QAP) — (M,B)

=u : B-—10,1]
B u(B) =P({weQ: X(w) € B})

I.f. M = R und o—Algebra B stets so, dass alle Typen von Intervallen in B liegen.

Um iiber das Verhalten der Zufallsvariable bzw. des Experimentes Aussagen machen zu koénnen,
benétigen wir die Verteilung. Verteilungen sind aber in der Regel recht komplizierte Mengenfunktionen.
Um so erstaunlicher ist es, dass sich jede Verteilung durch die zugehorige Verteilungsfunktion, einer
Funktion wie wir sie aus der Mathematik kennen, in eindeutiger Weise beschreiben l&sst.

Definition 3.4.1. Sei
X (QAP) — (R,B)

eine Zufallsvariable. Dann wird durch

Fx : R—]0,1]
x— Fx(@) =PH{weN: X(w) <z})=P(X <z

die Verteilungsfunktion von X definiert.
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Beispiel 3.4.2. Betrachte das Experiment ”faires Wiirfeln”, das durch die Zufallsvariable X : (Q, A, P) —
(R, B) beschrieben werde. Wir erhalten fiir die Verteilungsfunktion zu diesem Experiment:

1
Fx(1) = P(X<1)=g
2
Fx(2) = P(X<2)=¢
2
Fx(2,5) = P(X<25)=
F,
- l—
- |—
- '_
- '_
- |—
5 —

Bemerkung 3.4.3. Eine Verteilungsfunktion F' besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) F monoton wachsend
dh 2 <20 = F(xl) < F(ﬁg)

(i) lim F(z) =1und lim F(z) =0

(iii) lilm F(x) = F(xo)

TlTo

d.h. F' ist rechtseitig stetig
(iv) lim F(x) existiert

zTxo

d.h. F besitzt linksseitige Limiten

Wir werden im Folgenden zwei Typen von Verteilungen, die hauptséchlich fiir die Statistik relevant
sind, ndher studieren. Als erstes betrachten wir die so genannten diskreten Verteilungen.

Definition 3.4.4. Eine Zufallsvariable X : (Q, A,P) — (R, B), die nur abzé&hlbar viele unterschied-
liche Werte annehmen kann, wird diskret genannt. Die zugehorige Verteilung nennt man dann eine
diskrete Verteilung. (Abzéhlbar bedeutet entweder endlich viele oder aber unendlich viele unterschied-
liche Werte, die man, wie die natiirlichen Zahlen, ”aufzihlen” kann.)

Wir listen jetzt die wesentlichen diskreten Verteilungen mit entsprechenden Anwendungen auf.

Beispiel 3.4.5. Schrauben werden bis zu einer vorgegebenen Tiefe eingeschraubt. Danach wird an
der Schraube gezogen, bis sie ausreifit. Dabei treten die beiden Fille “Gewinderiss” bzw. ” Bolzenriss”
auf.

X(w) = {1 Bolzenriss

0 Gewinderiss
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Als Verteilung von X erhalten wir:

p({1}) = PX=1)=p
p({0}) = 1-p({l})=1-p

Die Verteilungsfunktion hat die Gestalt:

0 <0
Fx(z)=Fx)=q¢1—-p 0<z<1
1 z>1

Experimente mit nur zwei Ausgéngen (0 bzw. 1) werden Bernoulli-Experimente genannt. Die zugehori-
ge Verteilung nennt man entsprechend Bernoulli-Verteilung. p heifit die Erfolgswahrscheinlichkeit von
X. Um anzudeuten, dass ein Experiment bzw. eine Zufallsvariable X eine Bernoulli-Verteilung mit
der Erfolgswahrscheinlichkeit p besitzt, schreiben wir kurz:

X ~ BERN(p)

Beispiel 3.4.6. Wiederholt man das Schraubenexperiment n—mal unabhéngig voneinander, so erhélt
man 1, ..., &, unabhingige Zufallsvariablen, die identisch verteilt sind nach BERN (p). Betrachte nun

Y kann nur die Werte k = 0, 1, ..., n annehmen, ist also auch eine diskrete Zufallsvariable. Zur Berech-
nung der Verteilung von Y betrachte zunichst:

PH{X;i=1}n...n{Xx =1} N{Xpy1 =0} N...N{X,, =0})
=P(X1=1)--P(X = 1)P(Xp41 =0---P(X,, = 0)

=p-p-(1-p) - (1-p)
——
k n—k

=p*(1—p"*

Fir Y = k ist es nicht wichtig, welche der Bernoulli-Experimtente den Ausgang 1 haben, solagne
es nur genau k—viele sind. Es gibt (Z) unterschiedliche Moglichkeiten von den n Experimenten k
auszuwéhlen.

=P(Y =k) = (Z)pk(l —p)"*F  k=01,..n

Die Verteilungsfunktion von Y hat damit die Gestalt:

n

Py <z)= ) <Z>p’“(1—p)”k ,x€R

k=0, k<z

Experimente, die als Summe von n unabhéngigen identischen BERN (p) Experimenten definiert sind,
heiflen Binomial-Experimente zu den Parametern n und p. Analog nennt man die zugehéorige Verteilung
Binomial-Verteilung. Wir schreiben abgekiirzt Y ~ BIN(n,p), um anzudeuten, dass das Experiment
Y eine Binomial-Verteilung zu den Parametern n und p besitzt.
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Bin(8,0.1)

Bin(8,0.5)

Die Berechnung der Binomial-Koeffizienten, (}), ist insbesondere dann mit groBem Rechenauf-

wand verbunden, wenn n grofl wird. Aus diesem Grund ist man an einer Approximation (N#herung)
interessiert. Diese wird durch den Poissonschen Grenzwertsatz (PGS) geliefert.

Satz 3.4.7. Poissonscher Grenzwertsatz. Gegeben sei (X, ),ecn eine Folge von binomial-verteilten
Zufallsvariablen mit X,, ~ BIN(n,p,). Ferner setzen wir voraus, dass

npn —> AeRT

erfiillt ist. Dann gilt fiir £ =0,1,...

)\k
P(X, = K) — exp(-N)g
Beweis.
n k n—k
]P)(Xn:k) = <k)pn(1pn)
n! k —k
= = p,(1—pn)"(1 —pn
k!(n_k)!pn( pn)" (1 = pn)
(npn)* n! NPy \ " —k
1- "V g,
3] nk(n—k)!( n ) (1= pn)
Ak —1 —eA
A
denn
n! B n(n—l)-~-(n—(k—1))_1n—1n—2'”n—(kj—1)
nk(n—k)! nn---n o on o n

DD ()

Bemerkung 3.4.8. Ist p von X ~ BIN(n,p) klein und n gro}, so besagt PGS, dass die (listige)
BIN (n,p)—Verteilung durch

O

approximiert werden kann.
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Beispiel 3.4.9. Man beachte, dass durch

)\k
P(X = k) = pr == exp(=A) 77,
eine diskrete Verteilung auf den Zahlen 0,1, ... definiert wird, denn p, > 0 und ), ., pr = 1. Diese
diskrete Verteilung wird Poisson-Verteilung zum Parameter A > 0 genannt. Besitzt eine Zufallsvariable
X eine solche Verteilung, dann schreiben wir kurz X ~ POIS(A).

k=0,1,...

Eine Zufallsvariable, die z&hlt, wie oft ein relativ seltenes Ereignis auftritt, kann oft als Poisson-
verteilt zum Parameter A > 0 angenommen werden. Z.B. Tote durch Hufschlag in 10 preuflischen
Kavallerieregimenten wéhrend 20 Jahren. Insgesamt haben wir hier 10-20 = 200 Beobachtungen, wobei
eine Beobachtung die Anzahl der Toten in einem Regiment in einem Jahr darstellt. Die Zufallsvariable
X —Anzahl der Toten pro Jahr und Regiment wird hier also 200-mal beobachtet.

x | Anzahl von Beobachtungen mit x Toten
0 109
1 65
2 22
3 3
4 1
>5 0

Beispiel 3.4.10. Betrachte eine Warenlieferung, die m—Stiicke enthalte. Nehmen wir an, dass von
diesen k—fehlerhaft sind. Wir ziehen nun eine Stichprobe ohne Zuriicklegen vom Umfang n und zéhlen,
wie viele dieser n—Stiicke fehlerhaft sind. Die Zufallsvariable X gibt diese Anzahl an. Natiirlich muss
hier n < m sein und X kann nur die ganzzahlige Werte von max(n — (m — k), 0) bis einschliefilich,
min(n, k) annehmen. Sei j solch ein Wert, dann gilt:

k\ (m—k
G)(05)
(w)
n
Man sagt, die Zufallsvariable X besitzt eine hypergeometrische Verteilung zu den Parametern (m, k, n).

Abgekiirzt schreiben wir X ~ HY PER(m, k,n).

Bemerkung 3.4.11. Die Bernoulli-, Binomial-, Poisson- und die hypergeometrische Verteilung gehoren
zur Klasse der diskreten Verteilungen und sind fiir statistische Anwendungen besonders wichtig.
Dariiber hinaus ist jede diskrete Verteilung eindeutig durch die zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X=$k>=pk>0

P(X = j) =

definiert. (zx)r>0 bezeichnet dabei die Folge der unterschiedlichen Werte, die von der diskreten Zu-
fallsvariable angenommen werden kénnen.

Mit diskreten Zufallsvariablen lassen sich keine kontinuierliche Léngenmessungen beschreiben, denn
diese liefern beliebige Ergebnisse in den reellen Zahlen. Um solche Experimente beschreiben zu kénnen,
bendétigen wir einen weiteren Typ von Zufallsvariablen.

Definition 3.4.12. Eine Zufallsvariable X besitzt eine stetige Verteilung genau dann, wenn es eine
Funktion

f: R—RT
gibt (d.h. f >0) mit der Eigenschaft, dass

P(X < z) = F(z) = / Ft)dt

fir alle z € R. Die Funktion f wird dabei die Dichte von X genannt.
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Satz 3.4.13. Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f und Verteilungsfunktion F' = Fx. Dann gilt:

) Jo fBdt =1

(i) Pla<X<b)=[ f(t)dt, a<bER

(iii) P(X =a) =0 und F ist stetig

(iv) Fir alle z € R fiir die f stetig ist, gilt: F'(z) = f(x)

—
=
=

~—

Beweis. Zu (i): Folgt aus

Zu (ii): Folgt aus

Pla< X <b) = P{X <bN\{X <a})=P(X <b)—P(X <a)=F(b)— Fla)
b a

/f@ﬁ—/f@ﬁ:jﬂmﬁ

Zu (iii): Sei h > 0 beliebig. Dann gilt

P(X =a)<Pla—h<X<a) = /f@ﬁ

vgl.ii

/a F(t)dt — / F(t)dt =0,

hl0
a—h

folgt P(X = a) = 0. Weiter gilt:

z—h T
Fa-t= [ e 1 [ fod=Fl)
hl0
und damit ist F' auch linksseitig stetig. Zusammen mit der rechtsseitigen Stetigkeit von F' (vgl. 3.4.3ii)

ist ' dann auch stetig.
Zu (iv): Vgl. Hauptsatz der Integralrechnung

F'(x) = lim

.1
MWS d[cr:mtc?;ralr. ilLILI}J Ef(Z(h))((x + h) B Jf)
z€[x,x+h

— lim f(z(h)) = f(z)

h—0
Bemerkung 3.4.14. Sei f Dichte einer Zufallsvariable X. Dann ist

Pm<xgm:ﬂm—ﬂ@=/ﬂmn

die Fléache unter der Kurve der W.Dichte f.
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/
/
o

a
P(a

IN

Im Folgenden geben wir einige fiir die Anwendung relevante stetige Verteilungen an.

Beispiel 3.4.15. Die Funktion

0 x <0

f(z) = {aexp(az) x>0

mit a > 0 stellt eine W.Dichte dar, denn f > 0 und

(oo} (oo}
/ ft)ydt = /ozexp(—aa:) dx = —exp(—ax)‘o =1
—o0 0
Ferner gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F' fiir x > 0
F(z) = / f@)dt = /aexp(—at) dt = —exp(—at) .= 1 —exp(—ax)
—o0 0

Also
Fla) = 1—exp(—az) :x2>0
0 tx <0
Besitzt eine Zufallsvariable X solch eine Verteilungsfunktion, so sagen wir X ist exponential-verteilt

mit Parameter o > 0. Abgekiirzt schreiben wir X ~ EX P(«). Die Exponential-Verteilung gehort zu
den klassischen Lebensdauerverteilungen und hat daher fiir die Qualitdtskontrolle grofle Bedeutung.

Beispiel 3.4.16. Die Funktion

~ Jap(ax)’~texp (—(ax)?) 1z >0
/(@) {O <0

mit «, 8 > 0 stellt eine Wahrscheinlichkeitsdichte dar, denn f > 0 und

oo
oo

/ flx)dx = /aﬁ(am)ﬁ_l exp(—(ax)?)dr = —exp (—(am)ﬂ) ‘0 =1
—oo 0
Ferner gilt fiir die Verteilungsfunktion F bei x > 0

x

F(z) = / ft)dt = /aﬁ(at)ﬁ_1 exp(—(at)ﬁ) dt = — exp(—(at)ﬁ) 0= 1— exp(—(aw)ﬁ)
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Also
Fla) = {1 —exp (—(az)?) x>0

0 <0

Die so definierte Verteilung wird Weibull-Verteilung mit den Parametern «, 3 genannt. Abgekiirzt
schreiben wir dann fiir eine Zufallsvariable X ~ WEIB(«a, ), wenn wir ausdriicken wollen, dass X
nach einer Weibull-Verteilung zu den Parametern «, 8 verteilt ist. Die Weibull-Verteilung ist das am
h&ufigsten benutzte Modell bei Zuverldssigkeitsstudien.

Beispiel 3.4.17. Die Klassen der Normalverteilungen hat eine zentrale Stellung in der Statistik. Nor-
malverteilungen treten insbesondere bei der Beurteilung von Messergebnissen auf. Eine Zufallsvariable

X mit Dichte ( 2
1 T—

heifit normalverteilt mit Mittelwert 4 und Varianz o2. Wir schreiben wieder abgekiirzt: X ~ N '(u, 0?)

Die N (0,1)- Verteilung heiBt Standardnormalverteilung und sie ist vertafelt, (vgl. Anhang).

Bemerkung 3.4.18. Sei X ~ N(0,1) und p € R sowie ¢ > 0. Dann gilt fir Y = p+0X: Y ~
N(p,0?)

Beweis. Zunéchst gilt:

Daraus folgt:

frly) = Fsz(y):M;R,fx((y;W)%:\/g_ﬁexp(—w)g

2
= #exp<—u> - Dichte zu N (u, 0?)

202

Satz 3.4.19. Sei X ~ N (p,0?) und bezeichne mit f die zugehorige Dichte. Dann gilt:

(i) f ist achsensymmetrisch zu p

(ii) f besitzt ein globales Maximum bei u

(iii) ¥ := E24 (0, 1)
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(iii) wird benutzt, um eine beliebige N (u, 0%)—verteilte Zufallsvariable auf die vertafelte A'(0, 1)—Verteilung
zu transformieren.

Bemerkung 3.4.20. Sei X ~ N (u,0?). Dann gilt:

i) Plu—o<X<p+o0)~0.68
(i) P(u—20 <X < p+20)~0.955

Beweis. Wir zeigen hier nur den ersten Teil, denn (ii) ergibt sich analog. Teil (i) wird in der folgenden
Rechnung nachgewiesen.

Plu—o <X <u+o) = exp

v 1
i T el
= — xp|—— | dv=—= [ exp|—— | dv
2702 P 2 o : P 2
= (1) —-Fy(=1) = Fyv(1)—(1—-Fy (1)) =2Fy(1) -1
v y (1) = Fy ( )Sym' y(1) —( y (1)) v (1)
~ 2%0.8413 — 1 = 0.6826

Tabelle
O

Bemerkung 3.4.21. Im Anhang befindet sich eine ausfiihrliche Tabelle der Werte von F(x) = Fx ()
fiir die Standardnormalverteilung, d.h. X ~ A(0,1). Ein Ausschnitt dieser Tabelle wird im Folgenden

aufgelistet.

Verteilungsfunktion
x=|0] 05 | 1 | 15 | 2
F(x) = | 0.5 | 0.6915 ‘ 0.8413 | 0.9332 | 0.9772

Quantil
F(x) = | 0.9015 | 0.9505 | 0.9750
x=] 129 | 165 | 1.96
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Zur Berechnung ist folgende Formel hilfreich:

Pz <X <2)=P(X <z)-P(X <—2)=F(z) - (1 - F(x))
Basierend auf der Normalverteilung lassen sich weitere Verteilungen definieren, die im Rahmen der
mathematischen Statistik von Wichtigkeit sind.

Beispiel 3.4.22. Gegeben seien X1, ..., X;, n unabhiingige A/(0,1) verteilte Zufallsvariable. Dann wird
durch
n
Y=Y X]
i=1

eine neue Zufallsvariable definiert. Die zu Y gehorende Verteilung wird die Chi-Quadrat-Verteilung mit
n Freiheitsgraden genannt. Abgekiirzt schreiben wir auch Y ~ x2. Zur Dichte der der x2-Verteilung
vgl. (Weber S.103). Die y2—Verteilung ist ebenfalls fiir unterschiedliche Freiheitsgrade vertafelt, (vgl.
Anhang).

Beispiel 3.4.23. Seien X ~ A(0,1) und Y ~ x2 unabhiingig. Dann wird durch

7 =

Sl

eine neue Zufallsvariable definiert. Die zu Z gehérende Verteilung wird ¢t—Verteilung, oder manchmal
auch Student-Verteilung, mit n-Freiheitsgraden genannt. Abgekiirzt schreiben wir Z ~ t,,. Zur Dichte
der t—Verteilung vgl. (Weber S.258). Die t— Verteilung ist ebenfalls fiir unterschiedliche Freiheitsgrade
vertafelt, (vgl. Anhang).

Beispiel 3.4.24. Seien X ~ x2, und Y ~ x?2 unabhiingige Zufallsvariable. Dann wird durch

7 =

3<3 1=

eine neue Zufallsvariable definiert. Die zu Z gehérende Verteilung wird F—Verteilung mit (m,n)
Freiheitsgraden genannt. Abgekiirzt schreiben wir Z ~ F), ,,. Zur Dichte vgl. (Weber S.261). Auch
zur F'—Verteilung liegen Tafeln vor, vgl. Anhang.

Nach den letzten drei Verteilungen, die alle eng mit der Normalverteilung verkniipft sind, noch
zum Abschluss eine Verteilung, die entscheidend fiir die Erzeugung von Zufallszahlen ist und die in
fast jeder Programmiersprache implementiert ist.

Beispiel 3.4.25. Hat eine Zufallsvariable X die Dichte

F(@) = 5 1a(®)

so besitzt X eine Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b].

3.5 Grundbegriffe der Zuverlissigkeitstheorie

Die Zufallsvariable X beschreibe die Lebensdauer eines Bauteils. Im Folgenden sei F' die zugehorige
Verteilungsfunktion. Offensichtlich gilt dann fiir F:

F(t)=0 , firt<Q0.
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Definition 3.5.1. Fiir ¢ > 0 nennt man
Fit)y=P(X <t)

die Ausfallwahrscheinlichkeit vor dem Zeitpunkt ¢ und

S(t) :=1—F(t) = P(X > t)

die Uberlebenswahrscheinlichkeit bis zum Zeitpunkt ¢.

Wir nehmen im Folgenden weiter an, dass X eine Dichte f hat, also

Definition 3.5.2. Die Grofie

/Oootf(t) it

wird im Rahmen der Lebensdaueranalyse, die mittlere Lebensdauer MTBF (mean time before failure)
genannt.

Bemerkung 3.5.3. Fiir h > 0 gilt:

1 1Pt< X <t+h,X>t 1Pt< X <t+h
SR <X <tHhX>t) = IP<X<t+h, X>t) 1PE<X<t+h)

h P(X > 1) h S()
1 t+h 1

I

h—0 S(t)

Der Ausdruck auf der linken Seite in obiger Rechnung gibt die ”mittlere W. fiir den Ausfalls eines
Bauteils im Zeitinterval |¢t,t + h| an, das zum Zeitpunkt ¢ noch intakt war”. Lassen wir h gegen 0
gehen, dann entspricht das einer momentanen Ausfallrate.

Definition 3.5.4. Die Grofle

wird die Ausfallrate, Hazardrate oder auch momentane Sterbewahrscheinlichkeit genannt.

Beispiel 3.5.5. Sei X ~ EXP(«). Dann besitzt X die Dichte

() = {ozexp(at) >0

0 <0

und wir erhalten fiir die Uberlebensfunktion bei t > 0
S(t) = exp(—at)

Setzen wir diese Werte in die Gleichung aus Definition 3.5.4 ein, so folgt fiir die Hazardrate an der
Stelle t >0 o
ft
t) = —= =
(1) = g = o

d.h. exponential-verteilte Zufallsvariable haben eine konstante Hazardrate. Dies besagt, dass das zu-
gehorige Bauteil nicht ”altert”.
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Ferner ergibt sich fiir die MTBF:
MTBF = / tf(t)dt = / taexp(—at) dt
0 0
5 —t exp(fat)‘o Jr/o exp(—at) dt

- 0+<—$wﬂ—m0‘j

Beispiel 3.5.6. Sei X ~ WEIB(«, ). Dann hat X die Dichte

aBlat)?Texp (—(at)? :
f(t){oﬁ( 17~ exp (~(at)?) e

und die Uberlebensfunktion

ex —Oéﬁ :
S(t){op( ) ::ig

Dies liefert als Hazardrate fiir ¢ > 0:

At) = % = af(at)’1

Fiir > 1 ist A(t) monoton wachsend, d.h. “Ausfallrate nimmt mit dem Alter zu”. In der Praxis ist
dies das am meisten benutzte Modell.

Fiir < 1 ist A(t) monoton fallend, d.h. “Ausfallrate nimmt mit dem Alter ab”. Dies kommt in der
Praxis selten vor, wird aber fiir einige elektronische Bauteile angenommen.

Fiir § = 1 ist A(t) = @ = const. In diesem Fall entspricht die Weibull-Verteilung der Exponential-
Verteilung.

MTBF = /tf(t)dt =7
0
Diese Grofle kann fiir beliebige a, 3 nur niherungsweise (Numerik!) bestimmt werden.

Zwischen der Hazardrate und der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable gibt es einen engen
Zusammenhang, der im folgenden Satz dargestellt ist.

Satz 3.5.7. Unter den in diesem Abschnitt gemachten Bezeichnungen gilt fiir = > 0:

x

—mﬂ—F@D:/A@ﬁ

0
Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der folgenden Rechnung:

jA(t)dt = ]%dﬁ]l%ﬂﬂy(”dt St / 1iudu

0 0 u:=F(t) F(O)

- _mu_wf@:_mu_F@»+mu_m:_ma_F@»
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Der letzte Satz besagt, dass man F' aus A und umgekehrt berechnen kann. Da F' aber das W.theoretische
Verhalten beschreibt, kann man dies auch mit A. A ist aber fiir den Praktiker, der ein W.-Modell fiir
die Lebensdauer eines Objekts sucht, geeigneter, denn

A(t) — Ausfallrate bei Alter t.
Bemerkung 3.5.8. Weitere wichtige Lebensdauerverteilungen haben einen “badewannenférmigen

Verlauf” der Hazardrate (z.B. Hjorth-Verteilung). “Friihfehler” kénnen unter Umstéinden durch eine

A(t)

t
T Zufallsfehler Alterungserscheinungen
Friihfehler

gute Endkontrolle ausgemerzt werden. Man erhélt dann wieder steigende Hazardraten und kann ein
Weibull-Modell benutzen.

3.6 Momente

Beispiel 3.6.1. Zwei Personen, S und T, spielen folgendes Spiel: S wiirfelt mit einem fairen Wiirfel
und erhélt von T

DM bei 1 oder 2
DM bei 3 oder4
DM bei 5
DM  bei 6

O = N

Vor jedem Spiel soll S an T einen Betrag zahlen, der gleich seiner durchschnittlichen Gewinnerwartung
pro Spiel ist. Diese betrégt:

1 1 1 1 4 8 18
1 _ _ 2 — — — —=—=3DM
(6+6>+ <6+6)+6+6 6 O

Definition 3.6.2. Sei g : R — R eine vorgegebene Funktion

i) Fiir eine diskrete Zufallsvariable X, d.h. X kann nur die Werte z; € R, ¢ € N, annehmen,
bezeichnet

E(g(X)) = g(z:)P(X = z;),
ieN
falls diese Grofe existiert, den Erwartungswert von g(X).

ii) Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte f bezeichnet
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falls diese Grofie existiert, ebenfalls den Erwartungswert von g(X).

iii) Ist g(z) = z, fiir alle z € R, so nennt man E(X) = x4 den Erwartungswert von X.

Beispiel 3.6.3. i) Sei X ~ BERN(p). Dann erhalten wir:

E(X) = 1-P(X=1)40-P(X=0)=1Ip=p

ii) Fiir X ~ EXP(a) ergibt sich wie wir unter Beispiel 3.5.5 gesehen haben:

E(X) = MTBF =
«

Bemerkung 3.6.4. Seien X eine Zufallsvariable und g : R — R, h : R — R Funktionen mit der
Eigenschaft, dass E(g(X)) und E(h(X)) existieren. Dann gilt fiir a,b € R bel.:

E(ag(X) +bh(X)) = aE(g(X)) + bE(A(X))

Beweis. Betrachte hier nur den Fall, dass X eine Dichte f besitzt. Dann gilt:

(oo}

E(ag(X)+bh(X)) = / (ag(x) + bh(z)) f(z) dz
- / o(e) f(z) dx + b / h(x) f(x) dz

Rechenregeln
fiir Integrale

= aE(g9(X)) +bE(h(X))

— 00

O

Satz 3.6.5. Additionssatz Seien X1, ..., X,, Zufallsvariable def. iiber (2, A, P). Ferner seien g; : R —
R, i =1,...,n Funktionen mit der Eigenschaft, dass E(g;(X;)) existiert, fiir ¢ = 1,...,n. Dann gilt:

E (Z gi(Xi)> = ZE(gi(Xi))

Beweis. Entfillt! O

Beispiel 3.6.6. (i) Sei X ~ BIN(n.p). Dann folgt: E(X) = np.
Zunéchst wissen wir, dass
X=>Y,
i=1

wobei Y1,...,Y,, ~ BERN(p) unabhiingig voneinander sind. Da E(Y;) = p, firi =1,...,n, wie
wir schon gesehen haben, erhalten wir nach dem Additionssatz:

E(X)=E (ZY> = E¥)=) p=mnp
i=1 i=1 i=1

(ii) Seien X1,..., X,, Zufallsvariable mit identischer Verteilungsfunktion und existiere E(X;) = pu.
Dann folgt ebenfalls aus dem Additionssatz:

E (%Z&-) - E (le) = S E(X) = Y=
i=1 =1 i=1 3
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Definition 3.6.7. Sei X eine Zufallsvariable und existiere der Erwartungswert von X?2. Ferner be-
zeichne E(X) = p den Erwartungswert von X. Dann wird durch

So(z — p)*P(X = 2;) : X diskret
VAR(X) := 0% := =
[ (= p)?f(z)dz : X stetig mit Dichte f

— 00

die Varianz der Zufallsvariablen X definiert. Im diskreten Fall werden hierbei von X nur die Werte
x;, mit i € N angenommen. Man beachte, in jedem Fall gilt VAR(X) = E((X — u)?).

Bemerkung 3.6.8. Sei X eine Zufallsvariable mit existierender Varianz. Dann gilt:

VAR(X) = E(X?) - (E(X))® = E(X?) —

Beweis. Betrachte hier nur den Fall, dass X eine Dichte f besitzt.

VAR(X) = / (x —p)? f(z)de = /x2f(x)da:—2u/xf(x)daz—i—uz/f(x)dx
—00 229yt p2 —o0 —o0 —o0
- =1
= E(X?)—p?

O

Beispiel 3.6.9. Wir bestimmen in diesem Beispiel Varianzen von Zufallsvariablen nach der Formel
aus Bemerkung 3.6.8.

(i) Sei X ~ BERN(p). Dann hatten wir bereits gesehen, dass E(X) = p. Ferner gilt:
E(X?) = 1’P(X = 1)+ 0*P(X =0) =p
Mit der Formel aus Bemerkung 3.6.8 erhalten wir also:

VAR(X) =p—p*=p(1-p)

(ii)  Sei jetzt X ~ EX P(«). Dann hatten wir schon E(X) = 1/« gezeigt. Ferner gilt:

(o)
E(X?) = /x2anp(—a)d:c
0
2 =, [ d
5 —x exp(—ax)‘o —|—/ zrexp(—ax)dx
0
2 oo
= — | xaexp(—az)dz
a
0
B 21 2
(vgl.3.6.3i) o o a2

Insgesamt erhalten wir dann mit Bemerkung 3.6.8

VARX) =E(X2) — 2= 2 - L _ 1
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Satz 3.6.10. Multiplikationssatz. Seien X1, ..., X,, unabhiingige Zufallsvariable definiert iiber (2, A4, P).
Ferner seien g; : R — R Funktionen derart, dass E(g;(X;)) existiert fiir i = 1,...,n. Dann gilt:

E(g1(X1) 92(X2) .. gn (X)) = E(91(X1)) E(g2(X2)) ... E(gn (Xn))

Beweis. Entfallt. O

Satz 3.6.11. Seien Xy, ..., X,, unabhingige Zufallsvariable mit VAR(X;) = o2, fiiri = 1,...,n. Dann
gilt:

VAR (zn: Xi> - ZH:VAR(Xi)

i=1

Beweis. Bezeichne u; := E(Xj;), fir i = 1,...,n. Dann gilt nach dem Additionssatz:

E <ZXZ> = ZE(XO = ZM

Damit erhalten wir nun aus dem Multiplikationssatz, wenn man beachtet, dass E(X; — p;) = 0:

VAR(Xn:Xi> = E (iz:;Xi_;Mi>2 =E (i(Xi_Ni>>2

i=1 i=1

B0 (X — i) (X5 — )

= 3B - (X - )
= SUSTE(CG - m) E(X — )+ SOE((XG — )Xo — )
121]‘;3 i=1

O

Bemerkung 3.6.12. Analog ergibt sich aus dem letzten Satz fiir X1, ..., X,, unabhéingige Zufallsva-

riable mit identischer Verteilungsfunktion und existierender VAR(X;) = 0%

1 — 1
AR| =) X;| = -0?
vz%(n; ) ~o

Beispiel 3.6.13. Falls X ~ BIN(n,p), dann ist X = Y, Y;, wobei Yi,...,Y, unabhéingig und
identisch BERN (p) verteilt sind. Da VAR(Y;) = p(1 — p), folgt aus dem Multiplikationssatz:

VAR(X) = VAR(i Y;) = np(1 - p)

i=1
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Bemerkung 3.6.14. Seien Xy, ..., X,, unabhingige Zufallsvariable mit E(X;) = p und VAR(X;) =

o2, fir i =1,...,n. Bezeichne jetzt

1 < -
2= > (X - X)?

i=1

mit X := 13" | X;. Dann folgt:

Beweis. Wende Multiplikationssatz an auf

n(Xi—7)2: - (%zﬁ:Xf—72>~

n—1 ‘
1 i=1

" n—1n+4
K3

Bemerkung 3.6.15. Im Folgenden geben wir Erwartungswert und Varianz einiger wichtiger Vertei-

lungen an.
Diskret:
X ~ BERN(p) | BIN(n,p) | POIS()\) | Hyper(m,k,n)
E(X) p np ) wl
VAR(X) || »p(-p) np(1-p) A n (] kymon
Stetig:
X ~ EXP(a) | WEIB(a, B)
E(X) % num
VAR(X) 5 num
Stetig:
X ~ N(p,0%) | X3 | tn Fon
E(X) H n [ (n=20 [ (n=2);"
VARK) | o |2 | (n23)3% | (n25) 1m0

3.7 Tschebyscheff-Ungleichung

Satz 3.7.1. Sei X eine Zufallsvariable mit E(X?) < co. Dann gilt fiir jedes € > 0 und fiir jedes ¢ € R:

P(|X —c| >¢) < é]E (X —0)?)
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Beweis. Zeige nur den Fall, dass X eine Dichte f besitzt.

P(|X —¢|>e) = P(X—c>e oder — (X —c¢)>¢)
= PX>c+e)+P(X <c—e¢)

/Oof(x)dm+ C/_Ef(:c)dx

s [ [ S0
.
< 8% l(w—cff(x)dx—k_zo (x—c)2f(x)d:r+c_/€ (z — )% f(x) da
_ 612 oo(xfc)Qf(x)dx
- SE(X-0?)

Es bleibt somit noch & nachzuweisen. Wir zeigen hier nur den Fall:

oo oo

[s@ars [ O 0

c+e cte

Dies ergibt sich aber aus

_ N2
ch+6:>uzl=>(x 26) >1°=1
€ €

Bemerkung 3.7.2. Setzt man in 3.7.1 fir ¢ = E(X), dann erhélt man
1 1
P(X ~E(X)| > ¢) < 5 ((X ~E(X))?) =  VAR(X)

Diese Beziehung wird Tschebyscheff-Ungleichung genannt.

Beispiel 3.7.3. Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung.

i) Seien X1, ..., X,, n unabhiingige Experimente, die alle die gleiche Verteilung besitzen. Bezeichne
E(X:) =p ,VAR(X,) = o°

Man ist an p interessiert und schétzt p durch

1 n
Xi=- Z X;
i=1
X ist jetzt eine neue Zufallsvariable mit

_ — 1
E(X)=p und VAR(X):EU2
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Die Tschebyscheff-Ungleichung besagt dann:

— 1 — 102
PX —pul>¢e) < 5—2VAR(X) =— — 0

€2 n n—ooo
d.h. B
P(X —pl <) =1-P(z - pl >¢) — 1

n—oo

In Worten “Mit zunehmendem Stichprobenumfang n nihert sich die Schitzung X dem wahren
Wert p an.”

ii) Sei jetzt X ~ EXP(1), d.h.

_Jexp(—z) x>0
f(x)_{o L2 <0

Wie wir schon gesehen haben gilt dann:

1
E(X)=1 wd VARX)=j5=1

Wenden wir jetzt die Tschebyscheff-Ungleichung an, dann erhalten wir

1 1
P(|X -1 >3) < ZVAR(X) = =
(X ~1]>3) < ;VARK) = 5

ili) Die 30 - Regel:
Sei X eine Zufallsvariable mit E(X) = pu und VAR(X) = o2. Dann liefert die Tschebyscheff-

Ungleichung:
1 1
P(|X — pu| > 30) < 2 -
(X =ul>30)< 5o =5
Aquivalent hierzu ist:
8
P(X —ul <30) > 5
Letzte Ungleichung besagt:
8
Plu—30 <X <pu+30) > 9

d.h. mit 8/9 ~ 89% Wahrscheinlichkeit liefert das Experiment ein Ergebnis, dass im Intervall
[ — 30, 11+ 30] liegt.

3.8 Zentraler Grenzwertsatz

Der hohe Stellenwert der Normalverteilung beruht auf dem Zentralen Grenzwertsatz (ZGWS). Dieser
besagt, dass fiir Zufallsvariablen Xj, ..., X,,, die alle die gleiche Verteilung besitzen und unabhéngig

sind, gilt:
P | nz <z exp dt
( /5% > n—o00 /92

Vorausgesetzt wird allerdings, dass E(X) = p und VAR(X ) = 02 < oo. Diese Konvergenz gilt fiir
jedes x € R. Dabei bezeichnen

_:%ixi und 52 :%zn:

i=1
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Der ZGWS besagt, dass bei “grofien” n die unbekannte Wahrscheinlichkeit

durch die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung an der Stelle z, d.h. durch
R t2
— exp| —— | dt
vV 2w /—oo P ( 2 )

Der Anwendungsbereich des ZGWS ist sehr grof3, wie wir in den folgenden Kapiteln zur Statistik
sehen werden.

“approximiert” werden kann.

Bemerkung 3.8.1. Statt /s2 sollte Vo2 in obiger Formel gew#hlt werden, falls o bekannt ist.



Kapitel 4

Schatztheorie

4.1 Allgemeine Grundbegriffe

Bemerkung 4.1.1. Gegeben ist eine Grundgesamtheit. Wir interessierten uns fiir einen Parameter
p der Verteilung eines Merkmals dieser Grundgesamtheit. Z.B. kann ein Merkmal eine A (yu,o?)-
Verteilung besitzen, dann sind die interessanten Parameter p = p und p = o2, Zur “Schitzung” dieser
Parameter ziehen wir eine Stichprobe Xj,..., X,,, d.h. wir machen n Experiment, die in der Regel
unabhéngig und identisch verteilt sind, und suchen uns eine Statistik

on = g(X1, .., Xp)

als Schétzer eines der Parameter. Dabei treten offensichtlich die folgenden beiden Probleme auf:

- Wie findet man solch einen Schitzer?
- Welche Qualidt bzw. Eigenschaften hat der Schétzer?

Beispiel 4.1.2. Ein Merkmal sei N'(u,0?) verteilt, wobei p und o2 nicht bekannt sind. Als Schétzer
fiir 4 bzw. 02 wihlen wir

Im ersten Fall ist

und im zweiten Fall

n
g(le"'7XTL) = Z(XL_7)2
Beide Schétzer sind erwartungstreu, d.h.
E(X)=pu, E(sy) =0

Neben der Erwartungstreue sollte man von einem Schiitzer p,, erwarten, dass er sich mit zuneh-
mendem Stichprobenumfang n dem wahren Wert p néhert.

Beispiel 4.1.3. Seien X7, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F' und
p:=E(X) bzw. 02 :== VAR(X). Dann hatten wir unter Beispiel 3.7.3 (i) gesehen:

Fiir ¢ > Obeliebig: P(|X —pu[ <e) — 1

93
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Definition 4.1.4. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F' und ein Schétzer p,, fiir einen Parameter
p von F'. Falls dann fiir alle ¢ > 0

P(lpn —pl >¢) — 0,

so nennt man p,, einen konsistenten Schétzer fiir p.

Bemerkung 4.1.5. X und s2 sind konsistente und erwartungstreue Schiitzer fiir y bzw. o2.

4.2 Maximum Likelihood Methode

Gehen wir nun der eingangs gestellten Frage nach, wie man geeignete Schétzer finden kann. Dazu
betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 4.2.1. Seien Xj, ..., X,, unabhingige und identisch nach POIS()\) verteilte Zufallsvariable.
D.h.
)\k
P(X =k) = Fe**,k:o,1,...

A ist der unbekannte Parameter. Gesucht wird eine Schitzung A, von A, die auf den Beobachtungen
1,...,T, der Zufallsvariable X1, ..., X,, beruht. Betrachte

l(/\) = ]P(Xl :.’El,XQZCEQ,...,Xn:.’En)
= ]P’(Xl = xl) . P(Xg = Ig) .. ]P(Xn — xn)
unabh.
)\581 T2 T
= e_>‘ A e_)‘... A e_)‘
! To! zp!

Logarithmieren liefert

n >\‘/E7. B
L(A) :=In({(A)) =) _In <xi! e A)
i=1
L(\) kann nicht berechnet werden, da wir A nicht kennen. Da die Daten aber zu dieser Verteilung
(POIS()) gehoren, sollte man A, so wihlen, dass die Funktion L(\) maximal wird, d.h. \,, passt am
besten zu den Daten oder )\, ist das wahrscheinlichste A, das diese Stichprobe z1, ..., z, hat entstehen
lassen konnen.

Maximierung von L() ist typisches Min/Max Problem aus der Analysis Grundvorlesung.

- X
i=1 i=1

= In(\) ixl - iln(xil) —nA
i=1 i=1

Damit erhalten wir fiir die Ableitung:

L(\) = Zln (Aj: e_)‘> = (2; In(A) —In(z;!) — X)

1 n
L'\ = Xin—n:O

Daraus folgt schlie3lich:
0<A<Z=L'(\N)>0
A>T = L'(\) <0

Also )\, := T ist eine globale Maximalstelle von L.
Als Schétzer fiir A wahlt man A, ;== T.
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Beispiel 4.2.2. Seien X1, ..., X,, unabhiingige und identisch nach EX P(\) verteilte Zufallsvariable.
D.h. es gibt eine Dichte

o=y 12

Gesucht wird wieder eine Schétzung A, von A, die auf den Beobachtungen zi,...,x, der Z.V.
X1,...,X, beruht. Betrachte jetzt

1) = F(@1) - Fln) = A 1o pe o
Logarithmieren liefert

LX) :=In(I(\) = Zln(Ae*m)

Als Schitzer fir A wiahlen wir wieder die Maximalstelle von L(\).

n

L\ = Zln(/\) - Z Az; =nln(A\) — A in

=1 i=1

Fiir die Ableitung ergibt sich:

n " n
L'\ = X—Zx,:o = \= =
=1

8[| —

i=1

Eine analoge Betrachtung wie unter Beispiel 4.2.1 zeigt, dass es sich hierbei wieder um eine globale
Maximalstelle handelt. Als Schitzer fiir A wahlt man also \,, = %

Beispiel 4.2.3. Seien Xj, ..., X,, unabhingige und identisch nach N (i, 0?) verteilte Zufallsvariable.

D.h. die Dichte hat die Form ,
-1 (z — 1)
fle) = 2mo? P < 202 )

Gesucht werden Schitzer p, fiir g und o2 fiir 02, die auf den Beobachtungen 1, ..., 2, beruhen.
Analog zum Beispiel 4.2.2 liefert eine Maximierung von

Lino) = glnu(xi)):iln(ﬁexp (-757))

= —nln(\/ﬁ) —iw

202
i—1

dann die Schéatzer
n

> (i —m)?

i=1

2
Un =7 und o, =

SN

Beachte, in diesem Fall “% statt ﬁ”!

Definition 4.2.4. Maximum-Likelihood Methode. Seien X7i,..., X, unabhingige und inden-
tisch verteilte Zufallsvariable, deren Verteilung sich aus einem (oder mehreren) Parameter bestimmt.
D.h. man nimmt an, dass die Verteilung der Zufallsvariable zu einer bekannten vorgegebenen Klasse
von Verteilungen gehort, wie etwa die Klasse der Normalverteilungen oder die Klasse der Exponen-
tialverteilungen, und man muss lediglich den zugehorigen Parameter bestimmen, der die Verteilung
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innerhalb der Klasse exakt identifiziert (z.B. yu, o fiir N'(u, 02); A fiir EX P()) oder fiir POIS()\). Ge-
sucht wird auf der Basis der Beobachtungen z1,...,z, eine Schitzung dieses Parameters. Bezeichne
dann mit

L) =<
> In(fa(xs)) : falls stetige Verteilung
i=1

In(PA\(X = x;)) :falls diskrete Verteilung
=1

die Log-Likelihood Funktion. X ist dabei eine Zufallsvariable, deren Verteilung aus der zugehorigen
Klasse kommt und die den Parameter A hat. Py bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. fy
die Dichte zum Parameter A\. Der Maximum-Likelihood Schétzer (MLE), A, ist derjenige Wert, der
L(+) maximiert.

Beispiel 4.2.5. Schitzung des Parameters p bei Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit MLE.

Fiir die Log-Likelihood Funktion erhalten wir
Lp) = Y I(Pp(X =)
i=1

wobei

;=1

1-p 12;,=0
Angenommen, k—mal wurde eine 1 und (n — k)—mal eine 0 beobachtet. Dann ergibt sich
L(p) = kn(p)+ (n—k)In(l—p)

und fiir die Ableitung

Yo = 515 (a )

Offensichtlich ist p = k/n = T und wir erhalten weiter aus obiger Darstellung:

0<p<zZ: L'(p)>0

Eoo_.
F<p<l: L(p)<0 }épn—g—xlstderMLE.

4.3 Konfidenzintervall

Bemerkung 4.3.1. Eine Schitzung ist eine Nidherung. Wie bei jedem Naherungsverfahren ist man
am Fehler interessiert. Vgl. z.B. Numerische Integration:

b
/ f(x)dz ~T Trapezformel

Benutzen wir die Trapezformel zur numerischen Integration, dann berechnen wir das Integral nicht

exakt. Wir begehen einen Fehler
b

R::’/f(x)dmelgs

a
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R, der durch e beschriinkt ist. Aquivalent hierzu ist die Darstellung
b
T—sg/f(x)deT—i—s

a

aus der sich anschliefend ,

/f(x)d:z: €T —¢,T+¢]zu 100%

ergibt.

Das gleiche Konzept verfolgt man auch in der Statistik. Basierend auf einer Stichprobe X1, ..., X,
wird ein Intervall
I, = [a'mbn]a

das abhéngig von von der Stichprobe ist, gesucht. Dieses Intervall soll den gesuchten, unbekannten
Parameter A mit einer vorgegebenen Sicherheit, z.B. %, enthilt. Da I,, vom Zufall abédngt, ist x =
100% unmdoglich.

Definition 4.3.2. Sei Xi,..., X,, eine Stichprobe zu einer Verteilungsklasse mit Parameter A\ und
0 < a < 1. Ist dann I, := [ay, b,] ein Intervall, das von der Stichprobe abhéngt (also zufillig ist) und
gilt

PAel,)>1-«

dann nennt man I,, ein 100-(1—a) %-tiges Konfidenzintervall (KI) fiir A und 1—« das Konfidenzniveau.

4.4 Konfidenzintervalle bei normalverteilter Grundgesamtheit

LF. seien X1,...,X,, unabhiingig und identisch nach N'(u,o?) verteilte Zufallsvariable. Wenn nichts
anderes gesagt wird, bedeuten

n

YZ:%ZXZ‘, si:nili(Xl_7)2
i=1 i=1

und 1 — « bezeichnet das vorgegebene Konfidenzniveau, wobei 0 < o < 1.

Satz 4.4.1. KI von p bei bekanntem o2. Man kann zeigen, dass
X —

({71_% Quantil der A(0,1)
(Tabelle z.B. 3.4.5.6.4)



58 KAPITEL 4. SCHATZTHEORIE

Daraus ergibt sich

X —
P(—ql_% <yn=—t Sql_%> —1-a

g

Das gesuchte KI I,, erhilt man dann durch folgende Umrechnung:

X

—p
—q1-a <Vn o Sh-s
o — o
& ——q_ae < X —u< —qgi_a
\/ﬁﬂh 2 = M_\/EQI 2
e x-2 <u<x+2
\/ﬁq175_,u_ \/ﬁ(hff
Also:
— g f— g
L= |X - Tq 5. X+

Vi vl

Beispiel 4.4.2. Bestimme ein 95% - KI fiir den Erwartungswert u einer N'(u, 0?) Verteilung, wobei
02 = 9 als bekannt vorausgesetzt wird. Die Stichprobe hatte den Umfang n= 100 und den Mittelwert
T = 5 ergeben.

a=0.05= q1-0.025 = qo,975 = 1.96

Zur Bestimmung des Quantils wird die Tafel im Anhang benutzt.
3 3
Iigp = |5— 10 1.96, 5 + 0 1.96| =5+ 0.588 = [4.412; 5.588]

In einigen Situationen moéchte man vor der Datenerhebung wissen, wie grof3 der Stichprobenumfang
n sein muss, damit man anschliefiend ein 95% KI einer bestimmten vorgegebenen Lénge L, sagen wir
der Lange L = 0.4, erhélt. Beachte hierzu:

3 3
I, = |Z— —-1.96, %+ —1.96
{x Vi TR }

Damit erhalten wir fiir die Lange des Intervalls die Darstellung;:

3
L=2-"-196 = 04
NG
e, (2#3%196)°
T 0.4
= 864.36

D.h. als Stichprobenumfang miissen wir n = 865 wéhlen.

Satz 4.4.3. KI von p bei unbekanntem o2. Man kann zeigen, dass

X —p

A = Vn ~ N(0,1)

1 —
B = = E (X; — X)? ~x2_, Chi-Quadrat mit n — 1 Freiheitsgraden
i=1

Dariiber hinaus ldsst sich nachweisen, dass A und B unabhéngig sind. Demnach besitzt

A
B

n—1

T .=

~tp_1
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eine t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Da aber

X—p —
n ==k X -
T V=3 _
1 1 n 2 Sn
=1 2 (X —X)
=1
erhalten wir o
X —
\/ﬁ ~tp—1
Sn
und wir kénnen jetzt ein entsprechendes KI bestimmen.
Dichte
tn—l
—qi-2 [ :

Bei geeigneter Wahl der Quantile (vgl. Tafel der ¢—Verteilung im Anhang) folgt damit:

X —
P<—Q1g§\/ﬁ . MS%;):l—OZ
Wie unter Satz 4.4.1 konstruiert man
~ Sn ~ Sn
L=\ X—-——qgq_2,X+—qi_a
|: \/ﬁ q1 S + \/ﬁ q1 2:|

Beispiel 4.4.4. Eine Stichprobe aus einer N (u,0?) Grundgesamtheit vom Umfang n = 20 hat die
Werte
T=1944 und 52 = 0.00282(s, ~ 0.053)

ergeben. Gesucht wird ein 99% KI fiir u, d.h. o = 0.01. o2 ist nicht bekannt.

qi-g = qo.995 = 2.86  (t19-Verteilung)

Also
o o 0.053 0.053
Ly = |Z— 2867+ " 286] = |1.944 — ——>0 2.86: 1.944 + ——2> 2.86
20 T a0 T ] { 147 = t Ly
—  [1.944 — 0.034; 1.944 + 0.034]
— 1.944+0.034
— [1.91; 1.978]

Wir stellen uns auch hier die Frage, wie grofl muss n gewihlt werden, damit man ein 99% KI einer
festen Lénge L, sagen wir L = 0.05 erh&lt?

Sn__(n)

) \?
= .= Sn _(n) 2 50 4p.99
I, = x*ﬁ%.g%a x+%‘10é995] =...n= (W)



60 KAPITEL 4. SCHATZTHEORIE

Aber s, ist jetzt vom Zufall abhihngig und gg.995(n) ist wegen t,,_1-Verteilung auch von n abhiingig.
Man kann daher nicht vor der Durchfithrung der Experimente sagen, wie viele man benétigt. Nach
jedem Experiment muss man L berechnen. Ist L dann ~ 0.05, so stoppt man mit der Datenerhebung
(sequentielles Verfahren!)

Bemerkung 4.4.5. Fiir grofle Stichproben zeigt die Tabelle ein eigentiimliches Verhalten:

n=/]30] 50 | 100 | 200 | oo
=|1.7] 168|166 | 1.65 | 1.65

q0.95

oo steht dabei fiir die N'(0,1)-Verteilung, denn
t, — N(0,1)

n—oo

D.h. bei groBem n kann man die A/(0,1) - Tafel zur Bestimmung der Quantile nutzen. Bei kleinem n
muss die t—Tafel benutzt werden.

Satz 4.4.6. KI fiir 02. Man kann zeigen, dass
1 n
52 Z(Xi - X)? ~ Xi—l
i=1

eine Chi-Quadrat Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden besitzt. Also

n—1
2 2
o2 Sn ™~ Xn—1

7, %
q 5 ql—_o:,

Ermittle nun ¢gg und ¢;—g aus der Tabelle der X2 _,-Verteilung (vgl. Anhang). Dann erhilt man:

n—1 , o e}
P<Q%§ o2 5n§‘]1%>=(1—§)—§:1—a

Das KI fiir 02 ergibt sich dann aus der folgenden Umrechnung:

< n—1 4
I = —3 % S Doy
qg 1 qi-g
<:> 2 < _ < 2
(n—=1)s2 = 02 = (n—1)s2
o (TL — 1)5% > 0_2 > (n — 1)8%
qg N qi-g2

Also
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Beispiel 4.4.7. Eine Stichprobe aus einer nomalverteilten Grundgesamtheit vom Umfang n = 20 hat
den Wert

1 n
2 _ 2
Sn = T ;:1 (x; —T)° = 0.00282

ergeben. Gesucht wird ein 95% KI fiir o2. Also:

o = 0.05; % = 0.025; q0.025 ? 8.91;(]0,975 ? 32.85

X19 X19
Damit ergibt sich fiir das KI:

19-0.00282 19 - 0.00828
32.85 8.91

Iyo = ~ [0.00163; 0.006]

4.5 Asymptotische Konfidenzintervalle

Der zentrale Grenzwertsatz (vgl. Kapitel 3.8) besagt

(+) P(ﬁy\/}; §z> — \/%74 exp (—g) ds

falls X, ..., X;, unabhiingig und identisch verteilte Zufallsvariable sind mit E(X) = g und VAR(x) =
02 < oo. Diese Konvergenz gilt dann fiir jedes z € R. Ersetzt man in (+) 4/s2 durch Vo2, so
konvergiert die linke Seite ebenfalls gegen den Wert auf der rechten Seite. (4) besagt, dass

X-u X-u

\/ﬁ\/gund\/ﬁ\/a_2

asymptotisch normalverteilt sind.

Definition 4.5.1. Seien X1, ..., X, Zufallsvariable, die zu einer Verteilungsklasse gehoren, die durch
einen Parameter A eindeutig bestimmt ist. Ferner sei 0 < a < 1. Ist dann I, := [ay, b,] ein Intervall,
das von der Stichprobe abhingt und gilt

lim P(Ael,)>1—«
dann nennt man I, ein 100 - (1 — a))%-tiges asymptotisches Konfidenzintervall (AKI). zum Niveau 1-
a.

Beispiel 4.5.2. In Graz waren 1962 unter den ersten 3000 Lebendgeburten (Mehrlingsgeburten nicht
mitgezihlt) 1578 Jungen. Gesucht wird ein 99% AKI fiir die W. p des Ereignisses “Geburt eines
Jungen”.
Wir benutzen den ZGWS zur Konstruktion des AKI. Betrachte dazu die Zufallsvarialen X1, ..., X3000
mit
X, o 1 :i-te Geburt ist Junge
"7 10 :i-te Geburt ist Midchen

Dann sind X1, ..., X3000 sind unabhingig und identisch nach BERN (p) verteilt. Nach dem ZGWS
ist dann

X _
V30002
V 53000
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asymptotisch A/(0,1) verteilt, da E(X) = p. Aus der Tabelle fiir die Normalverteilung im Anhang
entnehmen wir:
Q1-g = qo.995 = 2.58 ¢qg = —2.58

und damit gilt:

<_
P <—2.58 < /3000 P~ 2.58) ~ 0.99

2 asympt.
Vv 3000 ympt

Das Intervall I5p99 berechnet sich dann zu

lf 958 V000, 4 g sg V55000

I3000 =

V3000 /3000

|

Da
1 3000
S3000 = 3000 z? — (2)°
=1
1578 (1578)?
~ 3000 3000
~ 0.249

(denn T = 2378 ~ 0.526) ergibt sich fiir das Intervall

0.249 V0.249
I — 10526 — 2.58 Y2222 0,526 + 2.58 Y12
3000 [ /3000 /3000 ]
~ [0.526 — 0.024; 0.526 + 0.024]
[0.502; 0.55]

Man beachte, p = 0.5 ¢ I3000!

Bemerkung 4.5.3. Diese Konstruktion eines AKI lésst sich fiir den Erwartungswert p = E(x)
iiber den ZGWS fiir jede Folge von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariable Xy,..., X,
durchfiihren, falls VAR(X) = 02 < oo ist. Falls die Stichprobe eine symmetrische Verteilung vermuten
ldsst, dann liefert n > 30 schon gute Ergebnisse fiir das AKI des Erwartungswertes.



Kapitel 5

Testtheorie

5.1 Allgemeines zur Testtheorie

Beispiel 5.1.1. In der Literatur wird behauptet, dass mehr Jungen als Madchen geboren werden.
Als Begruiindung wird angegeben, dass Neugeborene Jungen eine héhere Sterberate haben. Allgemein
sollte man annehmen:

Hy:  Jungen-Midchengeburten sind gleichhéufig.
Wie kann man die Behauptung:
Hy: Es werden mehr Jungen als Madchen geboren

begriinden?

Betrachtet man die Stichprobe: Graz 1962 von 3000 Geburten 1578 Jungen. Dann stellt sich die Frage:
Sind die 1578 ein Indiz fiir H;, oder ist diese Zahl im Rahmen der zufélligen Schwankungen? Man
wird die Nullhypothese H( zugunsten der Alternative H; ablehnen, falls

X >c

wobei X = Anzahl der Jungen. Es bleibt die Frage offen: Wie ist der kritische Wert, d.h. die Konstante
¢ zu wahlen?

Natiirlich kénnen wir keine 100% sichere Auswahl treffen, denn X kann alle Werte 0, ...,3000 an-
nehmen, egal ob Hy oder H; richtig ist. Wir miissen also wieder einen kontrollierten Fehler «, Fehler
1.Art, zulassen (Ublicherweise o = 1% oder 5%)

Unter dem Fehler 1.Art verstehen wir die Wahrscheinlichkeit, dass Hg verworfen wird, obwohl Hj
korrekt ist. Nehmen wir an, o = 1%. Dann kénnen wir die Nullhypothese bzw. die Alternative formal
durch

Hy: p=0.5=pg
Hy: p>05=pg

ersetzen. Ferner ist X ~ BIN(3000,p), d.h. p ist der wahre Parameter.

63
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Unter Hy, d.h. p = 0.5, gilt X ~ BIN(3000;0.5) Gema ZGWS folgt fiir n — oo

= —0.5
V3000 —22%0__—— ~ A/(0,1)
0.5(1 —0.5)

Also erhalten wir

= _0.5
P \/3000% > ¢ | =0.01

aus der Tabelle der N(0,1)— Verteilung fiir ¢; den Wert 2.33.

= —0.5
= 3000 20%8— > ¢;
0.5¢
X 1
& e > + 0.5
3000 /3000
& X > ¢10.5v 3000 + 1500 ~ 1564 =: ¢

D.h., falls X > 1564, kénnen wir Hy ablehnen. Der Fehler, den wir dabei begehen, ist kleiner als
1%. Damit sind die 1578 = X neugeborenen Jungen ein Indiz dafiir, dass mehr Jungen als Madchen
geborgen werden. Sie sprechen eher fiir die Alternative H; als fiir Hy.

5.2 Grundlagen und Definitionen zur Testtheorie

Gegeben sei eine Zufallsvariable X, deren Verteilung aus einer fest vorgegebenen Klasse von Vertei-
lungen stammt und die eindeutig durch einen unbekannten Parameter p bestimmt ist. Uber diesen
Prameter hat man aufgrund langjahriger Erfahrung oder Sicherheitsbestimmungen eine Vorstellung,
genannt die Nullhypothese.

Hy : P =po

Aus der Problemstellung ergibt sich dann eine Alternative
Hy: p>pg oder Hj: p < Ppo

als einseitige Alternative bzw. Hy : p # pg als zweiseitige Alternative. p ist dabei der wahre und pg der
vermutete Parameter. Ferner ist der Fehler 1.Art 0 < o < 1 vorgegeben. « ist die Wahrscheinlichkeit
Hy abzulehnen, obwohl Hj korrekt ist. Handelt es sich um einen einseitigen Test, so wird zu « ein
kritischer Wert ¢ bestimmt, der den Verwerfungsbereich von Hg definiert.
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Ho:p=pozu Hi :p>po
Annahmebereich von H

Verwerfungsbereich von H)

T(X)>c

Hy:p=pozu Hy :p<pg

Verwerfen | Annehmen

T(X)<c | T(X) > c
lC lpo

Im zweiseitigen Test miissen zwei kritische Werte c1,co bestimmt werden. Hy : p = pg gegen
H; : p # po Die Testgrofie bezeichnen wir mit T'(X), eigentlich mit

verwerfen annehmen verwerfen

T(X)<Cl ClgT(X)SCQ T(X)ch

C1 C2

T(X)= T(X1,....X,) .

n Experimente

Neben dem Fehler 1.Art « gibt es auch einen Fehler 2.Art 3. Unter diesem Fehler verstehen wir die
Wahrscheinlichkeit Hy anzunehmen, obwohl H; richtig ist.

Unbekannte Wirklichkeit

Hy:p=pg Hj korrekt H korrekt
Hi:p=pm P = Po P=p1

richtige Entsch. | falsche Entsch.
E P=Do P=1—-« P=p3
n Fehler 2.Art
g falsche Entsch. | richtige Entsch.
C p=pm P=a P=1-p
h. Fehler 1.Art

Der Wert 1 — 8 wird die Macht des Test T'(X) genannt. 1 — 3(p) entspricht der Wahrscheinlichkeit
Hj abzulehnen wenn p korrekt ist. Diese Funktion (in p) nennt man die Giitefunktion des Tests. Fehler
1. und 2. Art werden beim Testen unterschiedlich behandelt. Der kritische Wert ¢ muss so gewéhlt
werden, dass « und 8 moglichst klein werden. Wie die Skizze zeigt, ist eine Verkleinerung von «, d.h.
¢ — rechts, stets durch eine Vergroflerung von [ begleitet und umgekehrt. Bei der Wahl von ¢ muss
unbedingt der a-Fehler gehalten werden, egal wie grof3 der (-Fehler wird. Unter Beibehaltung des
a-Fehlers kann man den (-Fehler durch Erhohung des Stichprobenumfangs verkleinern.
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Fehler 1.Art

5.3 Test bei Normalverteilung

Allgemeine Voraussetzungen in diesem Abschnitt:
X1y X ~ N(p,0%)

unabhingige Zufallsvariable und bezeichne mit o bzw. 3 den Fehler 1. bzw. 2. Art. Ferner sei

— 1< 1 —
X=-)>) X, , si=s2:= X; - X)?
DX e X

Satz 5.3.1. Test auf theoretischen Mittelwert.

Vor.: Daten N (u, 0?) verteilt

Frage: Ist p = pg, wobei p; theoretischer Mittelwert?
Priifstatistik: t=nXt

Test: Hy : p = py gegen

Hi:p > pg oder H? : i < py oder (einseitig)
H3 : pu # py (zweiseitig)
Der Test soll zum Niveau o durchgefithrt werden.

Kritischer Bereich: ~ Hy gegen H{i : u > uy = Hy wird abgelehnt, falls t > K = q;_,
Hy gegen H12 s < py = Hy wird abgelehnt, falls t < K = qo = q1—-a
Hy gegen H} : ju # piy = Ho wird abgelehnt, falls t > K = q;_a
odert<K=-q-2a & t|>K=q_¢g
q1—o ist das 1 — « Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
(kurz t,_1 - Verteilung)

Beispiel 5.3.2. Eine Stichprobe aus einer A/(u, 02) verteilten Grundgesamtheit ergab den Mittelwert
7 = 47.0. Aus den 20 Messwerten wurde s2 = 25 berechnet. Aus theoretischen Griinden wird p, =
45.0 vermutet.

Es soll getestet werden: Hy : 4 = 45 gegen Hy : p >45, a = 0.05.

Als Priifgrofle wahlen wir:

t:\/%47g45 =2.68
Den kritischen Bereich ermitteln wir aus der Tabelle zu
K=q o=qo9=1729
(95% Quantil der t1o-Verteilung)
Da 2.68 > 1.729, muss Hy abgelehnt werden, d.h. p ist signifikant grofier als 45.

Bemerkung 5.3.3. Ist die tatsichliche Varianz o2 bekannt, dann wird unter Satz 5.3.1 in t s,, durch
o ersetzt. Der kritische Wert K wird dann iiber das entsprechende Quantil ¢;_, der Standardnormal-
verteilung N(0,1) und nicht mehr iiber das Quantil der t-Verteilung bestimmt.
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Satz 5.3.4. Test zweier (unabhingiger) normalverteilter Stichproben auf Gleichheit der Mittelwerte,
gleiche Varianz vorausgesetzt.

Vor.: Gegeben seien zwei Stichproben
Xi, oy X0y ~ N(pg,02), Y1, Yo ~ N(py, 0%)

d.h. die Varianzen miissen identisch sein!

Fragestellung: Ist pg = py?
Priifstatistik: L
‘= ning X-Y
" Vnidne sp
wobei
1 ni n2
Sp = X, —X)2+ Y. -Y)2
o= g (0 05 )
Test: Hy: pg = py gegen

Hi g > py oder HE : py < py, (einseitig) oder
H} : piy # p1y (zweiseitig)
Der Test soll zum Niveau a durchgefiihrt werden.
Kritischer Bereich: Beachte, unter Hy besitzt t eine t-Verteilung mit nqy + no — 2 Freiheitsgraden.
Hy gegen H{: pi, > p, = Hp wird abgelehnt, falls t > K = ¢1_,
Hy gegen H?: pi, > p,, = Hp wird abgelehnt, falls t < K = g0 = -q1-q
Hy gegen H}: pi, # py = Hp wird abgelehnt, falls [t| > K = qi-g

q1—q ist das 1-a Quantil der t-Verteilung mit ny + ng — 2 Freiheitsgraden.

Beispiel 5.3.5. Gegeben seien die folgenden Werte zu einem Zweistichprobenproblem: n; = 16, T
= 14.5, 52 = 4 und ny = 14, y = 13.0, si = 3. Es ist bekannt, dass die Daten aus N (us,0?) bzw.
N (py, 0?) stammen (Varianzen identisch!). Zum Niveau v = 0.05 soll Hy : pi, = ty gegen Hy : pg 7 iy
getestet werden.

Es handelt sich hier um eine zweiseitige Fragestellung! = ¢1—2 = go.975 = 2.048 - 97.5% Quantil der
tn,+no—2 = tag Verteilung (28 Freiheitsgrade).
Berechnung der Priifgrofie:

52D = m ((m - l)si + (ng — 1)55)
15%x4+13+«3 99
28 28
99

= sp =) 55 = 188

[16 %14 14.5 —13.0
= =21
t 16 + 14 1.88 2180

Da |t| = 2.180 > 2.048 = gg.975 muss Hy : py = i, zugunsten von p, # p, verworfen werden. p, ist
signifikant von p, verschieden.

Also

Satz 5.3.6. Test zweier (verbundener) Stichproben auf Gleichheit der Mittelwerte.
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Vor.: Gegeben seien (X1,Y7), ..., (X,,Y,) derart, dass d,...,d, ~ N(u,0?). Dabei
bezeichnet
di:=X; =Y,

die jeweilige Differenz des Beobachtungspaares. Bezeichne weiter o, bzw. p,
den theoretischen Mittelwert der X — (bzw. Y —)Daten.

Fragestellung: Ist pg = py, d.h. pg =07
Priifstatistik:

tz\/ﬁi
Sd

wobei d das arithmetische Mittel der d;’s und s? die zugehérige Stichproben-
varianz bezeichnen.

Test: Hy : py = piy(pa = 0) gegen
Hi @iy > py(pa > 0) oder HY : iz < pry(pta < 0)

Kritischer Bereich: Hier muss fiir ¢;_, das (1 — «) Quantil der ¢,,_1-Verteilung benutzt werden.

Beispiel 5.3.7. In der folgenden Tabelle ist der Ertrag von 8 Kirschbaumen in zwei Jahren, die sich
hinsichtlich der Witterung stark unterschieden haben, aufgelistet.

Baum 1 2 3 4 5 6 7 8
Jahrx | 36 | 31.5 | 34 | 32.5 | 35| 31.5 | 31 | 35.5
Jahry | 34 | 355 | 335 | 36 |39 | 35 | 33| 39.5
Diff d 2 -4 05 | -35 | -4 -35]-2 -4

Die Stichprobe ist verbunden, da die Ertrége (X,Y) am selben Baum gemessen wurden! Es soll zum
Signifikanzniveau o = 0.05 Hy: pg = 0 gegen Hi : pg # 0 getestet werden.

al
|

Sq =

Es handelt sich hier um einen zweiseitige Fragestellung, also erhalten wir als Quantil:
1—g = qo.975 = 2.365, 97.5% Quantil der t; - Verteilung

Da |t| > 2.365 muss H, abgelehnt werden. Also fithren die Witterungseinfliisse zu signifikanten Er-
tragsunterschieden.

Satz 5.3.8. Test zweier Stichproben auf Gleichheit der Varianzen.
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Vor.:

Frage:
Ptiifstatistik:

Test:

Kritischer Bereich:

Gegeben seien zwei unabhéngige Stichproben; X1, ..., X, Stichprobe zur ersten
Grundgesamtheit ~ N(pz,02) und Y3, ..., Y, Stichprobe zur zweiten Grund-
gesamtheit ~ N (py,07)

Ist 02 = O'Z ?

falls si >

falls S; > s

N N

2 /42
Fi= { /%y
Hy:02 = O‘é
H, : 02 # o) zweiseitig
a - Signifikanzniveau

Zur Verteilung von F' beachte man:

nl—l .
si ~x? mit

n1—1 FG;

3 ng—l FG
JI

Auf Grund der Unabhéngigkeit der Stichproben erhalten wir dann:

@mw ‘ smm

L
S
@qw\
—_
@
<
N—_
Q
8]
@
<
o—-

besitzt eine F,,, _1 n,—1 Verteilung, d.h. F-Verteilung mit (n1—1,n2—1) FG. Zur
Bestimmung des kritischen Bereichs muss hier ¢;—g, als 1 — § Quantil der F-
Verteilung benutzt werden. Falls s2 > 52, dann wird die F,, _1,,,-1-Verteilung
benutzt sonst die Fj,, 1 n,—1-Verteilung.

Hy gegen Hy: 02 # 02 = Hj ablehnen, falls /' > ¢;_¢.

Beispiel 5.3.9. (Vgl. Beispiel 5.3.5). n; = 16, s2 = 4, ny = 14 und 55 = 3.

Teste zum Niveau o = 0.05: Ho: 0 = o gegen Hy: 02 # o},

V)
=

2 _ 5
y = I'= = —

s2=4>3=s

¥
<N

qi-2 = q0.975(Fny—1,n,-1) = qo.975(F15,13) = 3.05

Da F = % < 3.05 = qg.975, besitzen die Stichproben keine signifikant verschiedenen Varianzen.

Bemerkung 5.3.10. Will man im Zweistichprobenproblem p, = p, testen, so sollte man zuvor
die Stichproben auf Gleichheit der Varianzen untersuchen, denn ersterer Test setzt gleiche Varianzen

voraus!

Satz 5.3.11. Test des MaB3korrelationskoeffizienten.
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Vor.: (X1,Y1), ...y (X0, Y,) seien normalverteilte Wertepaare.
Frage: Ist der Korrelationskoeffizient

Priifstatistik:

Test: Hy: Korrelation = 0
Hi: Korrelation # 0 (zweiseitig)
« vorgegebenes Signifikanzniveau

Kritischer Bereich: ~ Hier muss ¢i—g, das 1 — § Quantil der t-Verteilung mit n — 2 FG benutzt
werden. Hy wird abgelehnt, falls ¢ > g1 g ist.

Beispiel 5.3.12. (Vgl. Beispiel 2.4.1 und 2.5.3 "Groéfle und Gewicht bei 20 Schiilern”). Teste zum
Niveau o = 0.05 die Korrelation. Wie schon in den angefiihrten Beispielen ermittelt, gilt 7, , = 0.73
und n = 20. Also erhalten wir:

PO L] B B L BRGNP

h-r2, VI—0732

Ferner ist nach der ¢15_Tabelle im Anhang ¢i—g = Go.975 = 2.101. Da ¢ = 4.53 > 2.101 = go.g75 ist
die Korrelation zwischen den Merkmalen Grofie-Gewicht signifikant von 0 verschieden, d.h. es besteht
ein Zusammenhang zwischen diesen Merkmalen.

5.4 Der y*-Test

Liegen nominalskalierte Daten vor, kann man lediglich mit Haufigkeiten arbeiten. Mit dem sogenann-
ten yx2—Anpassungstest lisst sich dann priifen, ob diese Haufigkeiten sich so verteilen wie eine von
uns erwartete Verteilung.

Satz 5.4.1. Ein Merkmal habe n Auspridgungen. B; sei die absolute Haufigkeit des i—ten Merkmals
und E; die erwartete Hiufigkeit des Merkmals i. Ein Maf fiir den Grad der Ubereinstimmung wird
durch , ,

2 - (Bi - El) - B;

o ; 2 - i "
gegeben. Hier bezeichnet N den Stichprobenumfang. Falls die erwarteten Héufigkeiten den tatséichli-
chen entsprechen, dann ist die Gréfe 2 niherungsweise x2—verteilt mit n—1— g Freiheitsgraden. Dies
kann {iberpriift werden, indem man in der x?—Tabelle den Wert x%_,(n —1—g,a) = (1 — a) Quantil
der x2_,_ o— Verteilung abliest und ihn mit dem berechneten Wert x? vergleicht. Ist der berechnete
Wert grofler als der Wert aus der Tabelle, dann wird Hy abgelehnt, d.h. die Daten zeigen signifikante
Unterschiede zu den erwarteten Héufigkeiten. Bei der Berechnung der Freiheitsgrade bezeichnet
g - Anzahl aus den Daten geschétzter Parameter.

Beispiel 5.4.2. Kein Parameter wird aus den Daten gechétzt (g = 0)! Nach den Mendelschen Gesetzen
erwartet man bei einem Kreuzungsversuch zwischen Tieren mit normalen und braunen Augen in der
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2.ten Generation ein Verhéltnis von 3:1. Weichen die folgenden Daten signifikant (o = 5%) von diesem
Verhiltnis ab?

H&ufigkeiten
2
i | Phénotyp | beob. B; | erw. E; ];
1 | braun 273 1010% = 252.5 | 295.16
2 | normal 737 1010 § = 757.5 | 717.05
N = 1010 1012.21
x> = 1012.21 — 1010 = 2.21
FG = n—-1—-¢g=2-1-0=1
Xrap(1:5%) = 3.84(= qo.95x” — Vert.)

Da x? = 2.21 < 3.84 = x2.,,(1; 5%) kann Hy nicht zuriickgewiesen werden.

Beispiel 5.4.3. Ein Parameter wird geschitzt (g = 1)! Man hat ein Arzneimittel in bestimmter Kon-
zentration Blutkulturen zugefiigt. Die induzierten Chromosomenbriiche pro Zelle sollen auf Poisson-
Verteilung gepriift werden. (o = 5%)

Briiche proZellek | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 [5]6|79]10]| ¥
Anzahl der Zellen | 14 [ 28 [ 26 [ 18 [10 [ 2|1 | 0 | 1 [ 100

N = 100 untersuchte Zelle.

k
p(k) = % e - Pois(\)- Verteilung

gibt den Anteil mit k£ C.Br. an. A muss geschiitzt werden. MLE liefert A = X Mittelwert der Briiche

pro Zelle.
(0%14+1%2842%26+...+10x1) 200

X = = =
100 100
Damit erhalten wir:
k = 0 1 2 3 4 5 >6
B, = 14 28 26 18 10 2 2
Nxplk)=E, = | 1353|2707 | 27.04 | 18.04 | 9.02 | 3.61 | 1.65
2
g—’; 14.49 | 28.96 | 24.97 | 17.96 | 11.09 | 1.11 | 2.42
Zusammengefasst folgt:
2 B;
= —= —100=101—-100=1
Y kz:; o 00 = 101 — 100
FG = n—-1—-g=7-1-1=5

Fiir den Wert aus der Tabelle ergibt sich
XTab(F G5 5%) = XFap(5;5%) = 11.07

Also folgt Hy: Anzahl der C. Briiche gehorchen einer Pois-Vert. muss beibehalten werden.



Kapitel 6

Lineare Regression

6.1 Allgemeines

In diesem Kapitel gehen wir allgemein davon aus, dass wir
(X1, Y1), ., (X0, Yn);
unabhéngige Zufallsvektoren vorliegen haben, fiir die zusétzlich noch
Y=a+b0X+c¢
gilt. Dabei ist € ~ N (0,0?) und unabhéngig von X. D.h., messen wir fiir X den Wert x, dann folgt:
Y ~ N(a+bx,0?)
Bei diesem (linearen) Modell nehmen wir ferner an, dass x exakt gemessen wird!

Als Schitzer fiir a und b haben wir nach der Methode der kleinsten Quadrate

=Y -0X, b=1w

mit

errechnet.
Fiir die Summe der (geschiitzten) Fehlerquadrate, hier mit R bezeichnet, gilt dann

n 2

R =Y (1@» - (a+EXi))

e~ 2 n _ ~ N2
- (Y; (Y -bX + bXZ-)) - (m ~Y) - (bX; — bX))
i=1 i=1
= (n—1)s; — 2(n —1)sy.y + b2 (n — 1)s?
= (n-— 1)55 - 23(71 - 1)33% —1—’1;2(71 —1)s2
= (n—1)(s2 - b%s2)

72
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yi — (@ +bx;) = &

Schiitzung des Fehlers!

Satz 6.1.1. Sei g(z) := a+ bz die “wahre” Gerade und g(z) := 673(:0) die geschitzte Gerade. Dann
gilt:

i) Die geschiitzte Gerade g verlduft durch den Punkt (Z,7), denn
§@) =a-br=(7—bT)+bT=7

ii) Unter den allgemeinen Voraussetzungen besitzt

~

T =s, (n—l)(n—Q)%

S

eine t,_o-Verteilung (t-Vert. mit n-2 FG).

6.2 Testtheorie

Der Titel dieses Abschnitts ist insofern etwas iibertrieben, als dass wir uns hier nicht mit der all-
gemeinen Testtheorie beschiftigen werden, sondern nur einen Test bzgl. der Steigung b diskutieren
werden.

Nehmen wir an, dass die Steigung der wahren Geraden b sei und wir méchten testen, ob b > by ist,
wobei by ein theoretischer Wert ist. D.h. in der Notation des letzten Kapitels:
Hy: b =15y gegen Hy: b > by zum Niveau «
Wir berechnen fiir dieses Testproblem den Wert

o~

T = s, (n—l)(n—?)b_bo

VR

und bestimmen anschliefend
¢:= q1—a(l — @) Quantil der ¢, _o-Vert.

aus der entsprechenden Tabelle im Anhang. Ist T' > ¢ wird Hy abgelehnt, sonst beibehalten. Dieser
Test lédsst sich natiirlich auch entsprechenden anderen Alternativen anpassen, z.B. Hi: b < by oder
Hq: b # by (zweiseitig!).

Beispiel 6.2.1. Erzeugung einer Quecksilberemulsion in Natriumzitratlosung durch Ultraschall. X —Be-
schallungsdauer in s, Y —dispergierte Phase in g/1

| 15 | 30 | 60 | 120 | 300 | 600
| 4 163[52]64[55] 64

X
y
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Es darf angenommen werden, dass die allgemeinen Voraussetzungen erfiillt sind. Getestet werden soll
b=0 gegen b > 0 bei « = 5%

Wir erhalten dann: T = 187.5; § = 5.63; s2 ~ 51637.5; s2 ~ 0.9; 55,4 ~ 96.3; b= Zp = 0.0019; R =
5(s; —12s2) ~ 3.6 Also gilt:

b
T=5,V20—=~1
VR

Da q1-0.05 = qo.905 = 2.13 (t,—2 = t4) Quantil. D.h. Hy kann nicht verworfen werden! Anscheinend
hat die Beschallungsdauer keinen Einfluss auf die Emulsion.

6.3 Schatztheorie

Aus Satz 6.1.1 erhilt man durch

3¥ VR qi—g
Sz 4/(n—1)(n—2) 2

mit ¢1-g, 1 — §Quantil der ¢, _»- Verteilung, ein 100(1-a)% KI fiir b.

Beispiel 6.3.1. Die folgende Tabelle zeigt Messungen zur“Brinellhérte von Kaltarbeitsstdhlen in
Abhéngigkeit von der Einsenktiefe.”

Einsenktiefe | 6 | 9 | 11 |1
B.-Hirte | 68 | 67 [ 65 | 5

Wl w

Es soll ein 95% KI fiir b bestimmt werden.

Die Berechnung ergibt 7 = 20.33: = 48.39; s2 = 118; s, = -155.71; b = 51211 = .1.32: G =5 - b7
= 75.73. Wir erhalten damit die geschétzte Gerade:

g(x) =75.73 — 1.32z
Weiter ergibt sich

2 VR 77.15
R = i —gx))2=77.15 = = ~ 0.108
;(y 9(x:)) Sy V8% T 118 v/56

Mit g1—g2 = qo.975 = 2.365 (t7-Quantil) erhalten wir abschliefend das KI:

[~1.32 — 0.255; —1.32 + 0.255] = [—1.575; —1.065]

Neben Konfidenzintervallen ist man auch an so genannten Konfidenzbéndern fiir die gesamte Ge-
rade interessiert. D.h. wir suchen zwei Funktionen

oKB - oberes Konfidenzband
uKB - unteres Konfidenzband

die die Eigenschaft besitzen, dass die wahre Gerade

g(x) :=a+bx
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mit Wahrscheinlichkeit 1 — « zwischen ihnen liegt. Also
PVz € D, : uKB(z) < g(z) <oKB(z)) =1—«

Die beiden Funktionen u/K B und oK B bestimmen einen so genannten simultanen Konfidenzstreifen
oder auch simultanes Konfidenzband genannt.

Bezeichne g(x) :=a — b die geschitzte Regressionsgerade. Dann wird durch

uKb(z) = §(a)— k(@)
oKb() = §(z)+ k(@)

k(QT) = q*2i <1+M)

n—2\n (n—1)s2

wobel ¢ = ¢1—q - (1-o)Quantil der F5 ,_o-Verteilung darstellt, solch ein Konfidenzstreifen bestimmt.
Ublicherweise haben Konfidenzstreifen die in der Abbildung dargestellte Form.

Typische Form:

=
B
N~—

Im Folgenden interessieren wir uns wieder fiir zwei Funktionen

uPB(x) - oberes Prognoseband
oPB(x) - unteres Prognoseband

mit der Eigenschaft, dass eine bel. Realisierung von Y, wenn man den Wert X = x (Input) kennt, mit
Wahrscheinlichkeit 1 — a zwischen wPB(z) und oPB(x) liegt, d.h. fiir alle € D,, gilt:

P(uPB(z) < g(x)+e <oPB(z))=1-«
Y

Die beiden Funktionen uPB und oPB bestimmen einen so genannten Prognosestreifen oder auch
Prognoseband genannt. Es handelt sich hierbei nicht um ein simultanes Band!

Bezeichne g(z) :=a + bz wieder die geschitzte Regressionsgerade. Dann erhalten wir durch

uPB(z) = a@c)—p(x)
oPB(z) =

o - o 2¢ e

wobel ¢ = q1—g — (1 - %) Quantil der t¢,,_s-Verteilung darstellt, solch einen Prognosestreifen.
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Kapitel 7

Anhang: Tabellen

7.1 Normalverteilung

Die folgende Tabelle zeigt die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung A(0, 1).

F(t) t F(t) t F(t) t F@t) | t
0,999 | 3,719 | 0,9975 | 2,807 || 0,965 | 1,812 | 0,83 | 0,954
0,9998 | 3,540 || 0,9970 | 2,748 || 0,960 | 1,751 || 0,82 | 0,915
0,9997 | 3,432 || 0,9965 | 2,697 || 0,955 | 1,696 || 0,81 | 0,878
0,9996 | 3,353 || 0,9960 | 2,652 || 0,950 | 1,645 || 0,80 | 0,841
0,0995 | 3,201 || 0,9955 | 2,612 || 0,945 | 1,599 || 0,79 | 0,806
0,9994 | 3,239 || 0,9950 | 2,576 || 0,940 | 1,555 || 0,78 | 0,772
0,9993 | 3,195 || 0,9945 | 2,543 || 0,935 | 1,514 || 0,76 | 0,706
0,9992 | 3,156 || 0,9940 | 2,513 || 0,930 | 1,476 || 0,74 | 0,643
0,9991 | 3,122 || 0,9935 | 2,484 || 0,925 | 1,440 || 0,72 | 0,582
0,9990 | 3,091 || 0,9930 | 2,458 || 0,920 | 1,405 || 0,70 | 0,524
0,9989 | 3,062 || 0,9925 | 2,433 || 0,915 | 1,372 || 0,68 | 0,467
0,9988 | 3,036 || 0,9920 | 2,409 || 0,910 | 1,341 || 0,66 | 0,412
0,9987 | 3,012 || 0,9915 | 2,387 || 0,905 | 1,311 || 0,64 | 0,358
0,9986 | 2,989 || 0,9910 | 2,366 || 0,900 | 1,282 || 0,62 | 0,305
0,9985 | 2,968 || 0,9905 | 2,346 || 0,890 | 1,227 || 0,60 | 0,253
0,9984 | 2,948 || 0,9900 | 2,327 || 0,880 | 1,175 || 0,58 | 0,202
0,9983 | 2,929 || 0,9850 | 2,171 || 0,870 | 1,126 || 0,56 | 0,151
0,9982 | 2,912 || 0,9800 | 2,054 || 0,860 | 1,080 || 0,54 | 0,100
0,9981 | 2,895 || 0,9750 | 1,960 || 0,850 | 1,036 || 0,52 | 0,050
0,9980 | 2,879 || 0,9700 | 1,881 || 0,840 | 0,994 || 0,50 | 0,000

Tabelle 7.1: Verteilungsfunktion und Quantile der Standard-Normalverteilung A(0, 1).

7
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7.2 Student’s t-Verteilung

KAPITEL 7. ANHANG: TABELLEN

Die folgende Tabelle zeigt Teile der t-Verteilungsfunktion fiir einige ausgewéhlte Freiheitsgrade.

dgf= F(t) =
ol 099 0975 095 09
1 |[ 31,821 | 12,706 | 6,314 | 3,078
2 6,965 4,303 | 2,920 | 1,886
30| 4541 | 3,182 2,353 | 1,638
4| 3747 | 2,776 | 2,132 | 1,533
5 3,365 2,571 | 2,015 | 1,476
6 3,143 2,447 | 1,943 | 1,440
7 2,998 2,365 | 1,895 | 1,415
8 2,896 2,306 | 1,860 | 1,397
91 2821 | 2,262 | 1,833 | 1,383
10 || 2,764 | 2,228 | 1,812 | 1,372
11| 2,718 | 2201 | 1,796 | 1,363
12 | 2,681 | 2,179 | 1,782 | 1,356
13 2,650 2,160 | 1,771 | 1,350
14 || 2,624 | 2,145 | 1,761 | 1,345
15 2,602 2,131 | 1,753 | 1,341
16 2,583 2,120 | 1,746 | 1,337
17 2,567 2,110 | 1,740 | 1,333
18| 2,552 | 2,101 | 1,734 | 1,330
19 || 2,539 | 2,093 | 1,729 | 1,328
20 2,528 2,086 | 1,725 | 1,325

Tabelle 7.2: Teile der t-Verteilungsfunktion fiir einige ausgewéhlte Freiheitsgrade. (dgf).
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7.3 Chi-Square Verteilung
Die folgende Tabelle zeigt Teile der x2-Verteilungsfunktion fiir einige ausgewihlte Freiheitsgrade.
Tabelle 7.3: Teile der x2-Verteilungsfunktion fiir einige ausgewiihlte
Freiheitsgrade n (dgf).
dgf= F(t)=
n 0,995 | 0,990 | 0,975 | 0,950 | 0,900 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
1 7,879 | 6,635 | 5,024 | 3,841 | 2,706 | 0,016 | 0,004 | 0,001 | 0,000 | 0,000
2 || 10,597 | 9,210 | 7,378 | 5,991 | 4,605 | 0,211 | 0,103 | 0,051 | 0,020 | 0,010
3] 12,838 | 11,345 | 9,348 | 7,815 | 6,251 | 0,584 | 0,352 | 0,216 | 0,115 | 0,072
4 || 14,860 | 13,277 | 11,143 | 9,488 | 7,779 | 1,064 | 0,711 | 0,484 | 0,297 | 0,207
5 || 16,750 | 15,086 | 12,833 | 11,07 | 9,236 | 1,610 | 1,145 | 0,831 | 0,554 | 0,412
6 || 18,548 | 16,812 | 14,449 | 12,592 | 10,645 | 2,204 | 1,635 | 1,237 | 0,872 | 0,676
71 20,278 | 18,475 | 16,013 | 14,067 | 12,017 | 2,833 | 2,167 | 1,690 | 1,239 | 0,989
8 || 21,955 | 20,090 | 17,535 | 15,507 | 13,362 | 3,490 | 2,733 | 2,180 | 1,646 | 1,344
9 || 23,589 | 21,666 | 19,023 | 16,919 | 14,684 | 4,168 | 3,325 | 2,700 | 2,088 | 1,735
10 || 25,188 | 23,209 | 20,483 | 18,307 | 15,987 | 4,865 | 3,940 | 3,247 | 2,558 | 2,156
11 || 26,757 | 24,725 | 21,920 | 19,675 | 17,275 | 5,578 | 4,575 | 3,816 | 3,053 | 2,603
12 || 28,300 | 26,217 | 23,337 | 21,026 | 18,549 | 6,304 | 5,226 | 4,404 | 3,571 | 3,074
13 || 29,819 | 27,688 | 24,736 | 22,362 | 19,812 | 7,042 | 5,892 | 5,009 | 4,107 | 3,565
14 || 31,319 | 29,141 | 26,119 | 23,685 | 21,064 | 7,790 | 6,571 | 5,629 | 4,660 | 4,075
15 || 32,801 | 30,578 | 27,488 | 24,996 | 22,307 | 8,547 | 7,261 | 6,262 | 5,229 | 4,601
16 || 34,267 | 32,000 | 28,845 | 26,296 | 23,542 | 9,312 | 7,962 | 6,908 | 5,812 | 5,142
17 || 35,718 | 33,409 | 30,191 | 27,587 | 24,769 | 10,085 | 8,672 | 7,564 | 6,408 | 5,697
18 || 37,156 | 34,805 | 31,526 | 28,869 | 25,989 | 10,865 | 9,390 | 8,231 | 7,015 | 6,265
19 || 38,582 | 36,191 | 32,852 | 30,144 | 27,204 | 11,651 | 10,117 | 8,907 | 7,633 | 6,844
20 || 39,997 | 37,566 | 34,170 | 31,410 | 28,412 | 12,443 | 10,851 | 9,591 | 8,260 | 7,434
21 || 41,401 | 38,932 | 35,479 | 32,671 | 29,615 | 13,240 | 11,591 | 10,283 | 8,897 | 8,034
22 || 42,796 | 40,289 | 36,781 | 33,924 | 30,813 | 14,041 | 12,338 | 10,982 | 9,542 | 8,643
23 || 44,181 | 41,638 | 38,076 | 35,172 | 32,007 | 14,848 | 13,091 | 11,689 | 10,196 | 9,260
24 || 45,559 | 42,980 | 39,364 | 36,415 | 33,196 | 15,659 | 13,848 | 12,401 | 10,856 | 9,886
25 || 46,928 | 44,314 | 40,646 | 37,652 | 34,382 | 16,473 | 14,611 | 13,120 | 11,524 | 10,520
26 || 48,290 | 45,642 | 41,923 | 38,885 | 35,563 | 17,292 | 15,379 | 13,844 | 12,198 | 11,160
27 || 49,645 | 46,963 | 43,195 | 40,113 | 36,741 | 18,114 | 16,151 | 14,573 | 12,879 | 11,808
28 || 50,993 | 48,278 | 44,461 | 41,337 | 37,916 | 18,939 | 16,928 | 15,308 | 13,565 | 12,461
29 || 52,336 | 49,588 | 45,722 | 42,557 | 39,087 | 19,768 | 17,708 | 16,047 | 14,256 | 13,121
30 || 53,672 | 50,892 | 46,979 | 43,773 | 40,256 | 20,599 | 18,493 | 16,791 | 14,953 | 13,787
31 || 55,003 | 52,191 | 48,232 | 44,985 | 41,422 | 21,434 | 19,281 | 17,539 | 15,655 | 14,458
32 || 56,328 | 53,486 | 49,480 | 46,194 | 42,585 | 22,271 | 20,072 | 18,291 | 16,362 | 15,134
33 || 57,648 | 54,776 | 50,725 | 47,400 | 43,745 | 23,110 | 20,867 | 19,047 | 17,074 | 15,815
34 || 58,964 | 56,061 | 51,966 | 48,602 | 44,903 | 23,952 | 21,664 | 19,806 | 17,789 | 16,501
35 || 60,275 | 57,342 | 53,203 | 49,802 | 46,059 | 24,797 | 22,465 | 20,569 | 18,509 | 17,192
36 || 61,581 | 58,619 | 54,437 | 50,998 | 47,212 | 25,643 | 23,269 | 21,336 | 19,233 | 17,887
37 || 62,883 | 59,893 | 55,668 | 52,192 | 48,363 | 26,492 | 24,075 | 22,106 | 19,960 | 18,586
38 || 64,181 | 61,162 | 56,896 | 53,384 | 49,513 | 27,343 | 24,884 | 22,878 | 20,691 | 19,289
39 || 65,476 | 62,428 | 58,120 | 54,572 | 50,660 | 28,196 | 25,695 | 23,654 | 21,426 | 19,996
40 || 66,766 | 63,691 | 59,342 | 55,758 | 51,805 | 29,051 | 26,509 | 24,433 | 22,164 | 20,707
41 || 68,053 | 64,950 | 60,561 | 56,942 | 52,949 | 29,907 | 27,326 | 25,215 | 22,906 | 21,421
42 || 69,336 | 66,206 | 61,777 | 58,124 | 54,090 | 30,765 | 28,144 | 25,999 | 23,650 | 22,138
43 || 70,616 | 67,459 | 62,990 | 59,304 | 55,230 | 31,625 | 28,965 | 26,785 | 24,398 | 22,859
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dgf= F(t) =
n |l 0995 | 099 | 0,975 | 0950 | 0900 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
44 || 71,893 | 68,710 | 64,201 | 60,481 | 56,369 | 32,487 | 29,787 | 27,575 | 25,148 | 23,584
45 || 73,166 | 69,957 | 65,410 | 61,656 | 57,505 | 33,350 | 30,612 | 28,366 | 25,901 | 24,311
46 || 74,437 | 71,201 | 66,617 | 62,830 | 58,641 | 34,215 | 31,439 | 29,160 | 26,657 | 25,041
47 || 75,704 | 72,443 | 67,821 | 64,001 | 59,774 | 35,081 | 32,268 | 29,956 | 27,416 | 25,775
48 || 76,969 | 73,683 | 69,023 | 65,171 | 60,907 | 35,949 | 33,098 | 30,755 | 28,177 | 26,511
49 || 78,231 | 74,919 | 70,222 | 66,339 | 62,038 | 36,818 | 33,930 | 31,555 | 28,941 | 27,249
50 || 79,490 | 76,154 | 71,420 | 67,505 | 63,167 | 37,689 | 34,764 | 32,357 | 29,707 | 27,991
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7.4 F-Verteilung

Die folgende Tabelle zeigt Teile der F-Verteilungsfunktion fiir einige ausgewéhlte Freiheitsgrade. Neben
den gelisteten Werten der Quantile kann man durch

1

1 . _
s 1= n_zl,m ()

ni,n2

die Tabelle erweitern.

Tabelle 7.4: Teile der Fp no-Verteilungsfunktion fiir cinige ausgewihlte Freiheitsgrade (n1,n2).

ny
ng Fry,ng(t) = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T 0,99 4052,18 | 4999.5 5403,35 5624,58 5763,65 5858,99 5928,36 5981,07 | 6022,47 | 6055,85
1 0,975 647,79 799,5 864,16 899,58 921,85 937,11 948,22 956,66 963,28 968,63
1 0,95 161,45 199,5 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54 241,88
1 0,9 39,86 49,5 53,59 55,83 57,24 58,2 58,91 59,44 59,86 60,19
2 0,99 98,5 99 99,17 99,25 99,3 99,33 99,36 99,37 99,39 99,4
2 0,975 38,51 39 39,17 39,25 39,3 39,33 39,36 39,37 39,39 39,4
2 0,95 18,51 19 19,16 19,25 19,3 19,33 19,35 19,37 19,38 19,4
2 0,9 8,53 9 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38 9,39
3 0,99 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35 27,23
3 0,975 17,44 16,04 15,44 15,1 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42
3 0,95 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79
3 0,9 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24 5,23
4 0,99 21,2 18 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,8 14,66 14,55
4 0,975 12,22 10,65 9,98 9,6 9,36 9,2 9,07 8,98 8,9 8,84
4 0,95 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6 5,96
4 0,9 4,54 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94 3,92
5 0,99 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05
5 0,975 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62
5 0,95 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
5 0,9 4,06 3,78 3,62 3,52 3,45 3,4 3,37 3,34 3,32 3,3
6 0,99 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,1 7,98 7,87
6 0,975 8,81 7,26 6,6 6,23 5,99 5,82 5,7 5,6 5,52 5,46
6 0,95 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,1 4,06
6 0,9 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96 2,94
7 0,99 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
7 0,975 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,9 4,82 4,76
7 0,95 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
7 0,9 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72 2,7
8 0,99 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81
8 0,975 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,3
8 0,95 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,5 3,44 3,39 3,35
8 0,9 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56 2,54
9 0,99 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,8 5,61 5,47 5,35 5,26
9 0,975 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,2 4,1 4,03 3,96
9 0,95 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
9 0,9 3,36 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44 2,42
10 0,99 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,2 5,06 4,94 4,85
10 0,975 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72
10 0,95 4,96 4,1 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
10 0,9 3,29 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35 2,32
11 0,99 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54
11 0,975 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53
11 0,95 4,84 3,98 3,59 3,36 3,2 3,09 3,01 2,95 2,9 2,85
11 0,9 3,23 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,3 2,27 2,25
12 0,99 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,5 4,39 4,3
12 0,975 6,55 5,1 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3,37
12 0,95 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3 2,91 2,85 2,8 2,75
12 0,9 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21 2,19
13 0,99 9,07 6,7 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 .3 4,19 4,1
13 0,975 6,41 4,97 4,35 4 3,77 3,6 3,48 3,39 3,31 3,25
13 0,95 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
13 0,9 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2 2,16 2,14
14 0,99 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94
14 0,975 6,3 4,86 4,24 3,89 3,66 3,5 3,38 3,29 3,21 3,15
14 0,95 4,6 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,7 2,65 2,6
14 0,9 3,1 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12 2,1
15 0,99 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4 3,89 3,8
15 0,975 6,2 4,77 4,15 3,8 3,58 3,41 3,29 3,2 3,12 3,06
15 0,95 4,54 3,68 3,29 3,06 ,9 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
15 0,9 3,07 2,7 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 2,06
16 0,99 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,2 4,03 3,89 3,78 3,69
16 0,975 6,12 4,69 4,08 3,73 3,5 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99
16 0,95 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
16 0,9 3,05 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06 2,03
17 0,99 8,4 6,11 5,18 4,67 4,34 4,1 3,93 3,79 3,68 3,59
17 0,975 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92
17 0,95 4,45 3,59 3,2 2,96 2,81 2,7 2,61 2,55 2,49 2,45
17 0,9 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,1 2,06 2,03 2
18 0,99 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 ,6 3,51
18 0,975 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,1 3,01 2,93 2,87
18 0,95 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41
18 0,9 3,01 2,62 2,42 2,29 2,2 2,13 2,08 2,04 2 1,98
19 0,99 8,18 5,93 5,01 4,5 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43
19 0,975 5,92 4,51 .9 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82
19 0,95 4,38 3,52 3,13 2,9 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38
19 0,9 2,99 2,61 2,4 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98 1,96
20 0,99 8,1 5,85 4,94 4,43 4,1 3,87 3,7 3,56 3,46 3,37
20 0,975 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77
20 0,95 4,35 3,49 3,1 2,87 2,71 2,6 2,51 2,45 2,39 2,35
20 0,9 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2 1,96 1,94




82 KAPITEL 7. ANHANG: TABELLEN
Tabelle 7.5: Teile der Fpn no-Verteilungsfunktion fiir cinige ausgewihlte Freiheitsgrade (n1,n2).
ny
ng Fry,ng(t) = 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
T 0,99 6083,32 | 6106,32 6125,86 | 6142,67 | 6157,28 6170,1 6181,43 6191,53 6200,58 6208,73
1 0,975 973,03 976,71 979,84 982,53 984,87 | 986,92 088,73 990,35 991,8 993,1
1 0,95 242,98 243,91 244,69 245,36 245,95 246,46 246,92 247,32 247,69 248,01
1 0,9 60,47 60,71 60,9 61,07 61,22 61,35 61,46 61,57 61,66 61,74
2 0,99 99,41 99,42 99,42 99,43 99,43 99,44 99,44 99,44 99,45 99,45
2 0,975 39,41 39,41 39,42 39,43 39,43 39,44 39,44 39,44 39,45 39,45
2 0,95 19,4 19,41 19,42 19,42 19,43 19,43 19,44 19,44 19,44 19,45
2 0,9 9,4 9,41 9,41 9,42 9,42 9,43 9,43 9,44 9,44 9,44
3 0,99 27,13 27,05 26,98 26,92 26,87 26,83 26,79 26,75 26,72 26,69
3 0,975 14,37 14,34 14,3 14,28 14,25 14,23 14,21 14,2 14,18 14,17
3 0,95 8,76 8,74 8,73 8,71 8,7 8,69 8,68 8,67 8,67 8,66
3 0,9 5,22 5,22 5,21 5,2 5,2 5,2 5,19 5,19 5,19 5,18
4 0,99 14,45 14,37 14,31 14,25 14,2 14,15 14,11 14,08 14,05 14,02
4 0,975 8,79 8,75 8,71 8,68 8,66 8,63 8,61 8,59 8,58 8,56
4 0,95 5,94 5,91 5,89 5,87 5,86 5,84 5,83 5,82 5,81 5,8
4 0,9 3,91 3,9 3,89 3,88 3,87 3,86 3,86 3,85 3,85 3,84
5 0,99 9,96 9,89 9,82 9,77 9,72 9,68 9,64 9,61 9,58 9,55
5 0,975 6,57 6,52 6,49 6,46 6,43 6,4 6,38 6,36 6,34 6,33
5 0,95 4,7 4,68 4,66 4,64 4,62 4,6 4,59 4,58 4,57 4,56
5 0,9 3,28 3,27 3,26 3,25 3,24 3,23 3,22 3,22 3,21 3,21
6 0,99 7,79 7,72 7,66 7,6 7,56 7,52 7,48 7,45 7,42 7,4
6 0,975 5,41 5,37 5,33 5,3 5,27 5,24 5,22 5,2 5,18 5,17
6 0,95 4,03 4 3,08 3,96 3,94 3,92 3,91 3,9 3,88 3,87
6 0,9 2,92 2,9 2,89 2,88 2,87 2,86 2,85 2,85 2,84 2,84
7 0,99 6,54 6,47 6,41 6,36 6,31 6,28 6,24 6,21 6,18 6,16
7 0,975 4,71 4,67 4,63 4,6 4,57 4,54 4,52 5 4,48 4,47
7 0,95 3,6 3,57 3,55 3,53 3,51 3,49 3,48 3,47 3,46 3,44
7 0,9 2,68 2,67 2,65 2,64 2,63 2,62 2,61 2,61 2,6 2,59
8 0,99 5,73 5,67 5,61 5,56 5,52 5,48 5,44 5,41 5,38 5,36
8 0,975 4,24 4,2 4,16 4,13 1 4,08 4,05 4,03 4,02 4
8 0,95 3,31 3,28 3,26 3,24 3,22 3,2 3,19 3,17 3,16 3,15
8 0,9 2,52 2,5 2,49 2,48 2,46 2,45 2,45 2,44 2,43 2,42
9 0,99 5,18 5,11 5,05 5,01 4,96 4,92 4,89 4,86 4,83 4,81
9 0,975 3,91 3,87 3,83 3,8 3,77 3,74 3,72 3,7 3,68 3,67
9 0,95 3,1 3,07 3,05 3,03 3,01 2,99 2,97 2,96 2,95 2,94
9 0,9 2,4 2,38 2,36 2,35 2,34 2,33 2,32 2,31 2,3 2,3
10 0,99 4,77 4,71 4,65 4,6 4,56 4,52 4,49 4,46 4,43 4,41
10 0,975 3,66 3,62 3,58 3,55 3,52 3,5 3,47 3,45 3,44 3,42
10 0,95 2,94 2,91 2,89 2,86 2,85 2,83 2,81 2,8 2,79 2,77
10 0,9 2,3 2,28 2,27 2,26 2,24 2,23 2,22 2,22 2,21 2,2
11 0,99 4,46 4,4 4,34 4,29 4,25 4,21 4,18 4,15 4,12 4,1
11 0,975 3,47 3,43 3,39 3,36 3,33 3,3 3,28 3,26 3,24 3,23
11 0,95 2,82 2,79 2,76 2,74 2,72 2,7 2,69 2,67 2,66 2,65
11 0,9 2,23 2,21 2,19 2,18 2,17 2,16 2,15 2,14 2,13 2,12
12 0,99 4,22 4,16 4,1 4,05 4,01 3,97 3,94 3,91 3,88 3,86
12 0,975 3,32 3,28 3,24 3,21 3,18 3,15 3,13 3,11 3,09 3,07
12 0,95 2,72 2,69 2,66 2,64 2,62 2,6 2,58 2,57 2,56 2,54
12 0,9 2,17 2,15 2,13 2,12 2,1 2,09 2,08 2,08 2,07 2,06
13 0,99 4,02 3,96 3,91 3,86 3,82 3,78 3,75 3,72 3,69 3,67
13 0,975 3,2 3,15 3,12 3,08 3,05 3,03 3 2,98 2,96 2,95
13 0,95 2,63 2,6 2,58 2,55 2,53 2,51 2,5 2,48 2,47 2,46
13 0,9 2,12 2,1 2,08 2,07 2,05 2,04 2,03 2,02 2,01 2,01
14 0,99 3,86 3,8 3,75 3,7 3,66 3,62 3,59 3,56 3,53 3,51
14 0,975 3,09 3,05 3,01 2,98 2,95 2,92 2,9 2,88 2,86 2,84
14 0,95 2,57 2,53 2,51 2,48 2,46 2,44 2,43 2,41 2,4 2,39
14 0,9 2,07 2,05 2,04 2,02 2,01 2 1,99 1,98 1,97 1,96
15 0,99 3,73 3,67 3,61 3,56 3,52 3,49 3,45 3,42 3,4 3,37
15 0,975 3,01 2,96 2,92 2,89 2,86 2,84 2,81 2,79 2,77 2,76
15 0,95 2,51 2,48 2,45 2,42 2,4 2,38 2,37 2,35 2,34 2,33
15 0,9 2,04 2,02 2 1,99 1,97 1,96 1,95 1,94 1,93 1,92
16 0,99 3,62 3,55 3,5 3,45 3,41 3,37 3,34 3,31 3,28 3,26
16 0,975 2,93 2,89 2,85 2,82 2,79 2,76 2,74 2,72 2,7 2,68
16 0,95 2,46 2,42 2,4 2,37 2,35 2,33 2,32 2,3 2,29 2,28
16 0,9 2,01 1,99 1,97 1,95 1,94 1,93 1,92 1,91 1,9 1,89
17 0,99 3,52 3,46 3,4 3,35 3,31 3,27 3,24 3,21 3,19 3,16
17 0,975 2,87 2,82 2,79 2,75 2,72 2,7 2,67 2,65 2,63 2,62
17 0,95 2,41 2,38 2,35 2,33 2,31 2,29 2,27 2,26 2,24 2,23
17 0,9 1,98 1,96 1,94 1,93 1,91 1,9 1,89 1,88 1,87 1,86
18 0,99 3,43 3,37 3,32 3,27 3,23 3,19 3,16 3,13 3,1 3,08
18 0,975 2,81 2,77 2,73 2,7 2,67 2,64 2,62 2,6 2,58 2,56
18 0,95 2,37 2,34 2,31 2,29 2,27 2,25 2,23 2,22 2,2 2,19
18 0,9 1,95 1,93 1,92 1,9 1,89 1,87 1,86 1,85 1,84 1,84
19 0,99 3,36 3,3 3,24 3,19 3,15 3,12 3,08 3,05 3,03 3
19 0,975 2,76 2,72 2,68 2,65 2,62 2,59 2,57 2,55 2,53 2,51
19 0,95 2,34 2,31 2,28 2,26 2,23 2,21 2,2 2,18 2,17 2,16
19 0,9 1,93 1,91 1,89 1,88 1,86 1,85 1,84 1,83 1,82 1,81
20 0,99 3,29 3,23 3,18 3,13 3,09 3,05 3,02 2,99 2,96 2,94
20 0,975 2,72 2,68 2,64 2,6 2,57 2,55 2,52 2,5 2,48 2,46
20 0,95 2,31 2,28 2,25 2,22 2,2 2,18 2,17 2,15 2,14 2,12
20 0,9 1,91 1,89 1,87 1,86 1,84 1,83 1,82 1,81 1,8 1,79
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